Examen : martingales et mouvement brownien

June 13, 2019

1 Martingales discretes

Question de cours : Redémontrer le théoréme suivant : Soit M, une mar-
tingale discrete et 7" un temps d’arret borné alors

E[Mr] = E[M)]

Problem 1. Soit (&;);en des variables independantes identiquement distribuées
avec PG =1)=pet P& =-1)=qg=(1—p) et

n
X =Xo+ ) &
=1

avec Xo = x¢ € N constante. On considera F,, = 0((§;)i<x) la filtration canon-
ique engendré par les &.

1.
2.

Montrer que M,, = X,, — (p — ¢)n est une martingale.

Soit Tp = inf[n : X,, = 0]. Montrer que Tj est un temps arret.

On suppose pour la suite que p < % Montrer que X,, — —oo presque

surement, en déduire que P(Ty < o0) =1
Prouver E(X1,an+1) = E(X1yAn) — (p — Q)P(Xnn, > 0)

Montrer que
Zo

B(Tp) = =

On suppose maintenant que p = ¢ = % Montrer que M,a7, converge

presque surement.
En déduire que pour ce cas ci on a également Ty < oo p.s
A ton E(MTU) = E(Mo)?

Pour cette question 1 > p,q > 0 sont quelconques. Rappeler pourquoi X,
est une chaine de Markov.



10. On pose f(k) = (%)k. Montrer que f est une fonction harmonique pour
la chaine de markov X,,.

11. Montrer que N,, = f(X,,) est une martingale.
12. Soit L > g et Ty, = inf[n : X,, = L], montrer que P(Tp, ATy < o0) =1

13. Montrer que
xro __ 1
)1

]P(TL < To) = (

—
= el ke
S~—"

Solution 1. On a

1. On vérifie facilement que M,, est F,, mesurable et qu’elle est bornée donc
intégrable. Puis on calule

E(Mn+1|-7:n) = E(gn—&-l*(p*‘l)‘fn)JFE(Mn‘}—n) = E(fn—o—l)*(p*Q)JrMn = M,

car &,11 est indépendant de F,, et M, est F,, mesurable. Soit (M,)nen
est bien une martingale

2. On écrit [Ty = k] = Ni<k[Xi # 0] N [X) = 0] qui est bien Fj mesurable.

3. On a E(¢§) = p—q = 2p—1 < 0. Par loi forte des grand nombres
X, ~ (p—¢q)n — —oo presque surement. Il existe donc un premier temps
k tel que X < 0 et puisque pour tout k, |[Xz_1 — Xx|=1ona X;_1 =0
et donc Ty < co.

4. Calculons

E(X1yA(m+1)) = E(Xmoa(ms1) (A1o<n + 11y50))
(X 1T0<n) + E(Xn+11To>n))
(

(

X 1To<n) + E(X 1T0>TL) + E(§n+11T0>n)
X1oan) + (0 — @)P(To > n).

I
H &5 &

Pour la derniere égalité, on a utilisé que Ty > n est F,, mesurable et &,
est indépendante de F,,.

5. Puisque M, est une martingale on pour tout n
E(Mnar,) = E(Mo) =

et donc E(Xryan — (p — q)(To A n)) = @0 et donc E(Ty An) = (0 —
E(X71yan)). Puisque Ty < oo p.s. on a E(Ty An) = E(Tp) par croissance
monotone. Il reste cependant & montrer que E(X1,rn) — 0.

6. Mya1, est une martingale positive. Elle est donc uniformément borné
dans L', donc elle converge presque surement.



7. Puisque M, 1, converge et est & valeur entiere, elle est constante & partir
d’un certain rang. Donc p.s il existe k tel que Mq k1) = M1,k et donc
que Ty < k.

8. On a E(Mr,) = 0 alors que E(My) = z¢ # 0 a priori.

9. On a bien

=P(Xpi1 = k| X,)

if X, =k—1
P(Xps1 = | X0, Xp) =47 |
g ifX,=k+1

10. On a f(k) = (%)"’, on calcule

Qf(k) =pfk+1)+qf(k—-1)

q\k+1 q\k—1
:pf +q7
(p) (p)

= (1L )

p p
N
=) =)
d\k
=)

Puisque f est harmonique on a bien N,, = f(X,,) verifie bien la propriété
de martingale et il est facile de vérifier que NV,, est bornée et F,, mesurable.

11. De méme N, (1, AT,) €St une martingale bornée donc converge presque
surement. Méme argument que ci dessus, puisqu’elle prend qu’un nombre
fini de valeurs elle est constante & partir d’un certaint rang et donc (77, A
Th < oo p.s.

12. Finallement on a

(Lo

q
D = E(Nn/\(TL/\TO)) - ]E(N(TL/\TO)) = (;)LP(TL <Tp) +P(To > 11)

De plus P(Ty, < Tp) + P(Tp > Tr) = let donc

(5)F = DTy, < Tp) = (%)wo 1

q
p
2 Martingales continues

Question de cours Rappeler la définition d’un mouvement brownien (en

dimension 1) et montrer que si (By);>o est un mouvement brownien, alors pour
a>0 By = ﬁBm est aussi un mouvement brownien .



Problem 2. Soit la semimartingale continue suivante

Mt:Bt—at

avec B; un mouvement brownien et a € R.

1.

Soit N, V; une martingale continue et un processus a variation fini issue
de 0 et tel que M; = Ny + V;. Montrer que N; = B; et V; = —at.

Soit H; = t, écrire sous forme intégrale l'intégrale stochastique (H - M);.
Calculer E((H - M)1) et E[((H - M)1)?].

Calculer la variation quadratique de M; et celle de (H - M);. Vérifier que
cette derniére est égale a %tg p-s.

On suppose ici a = 0, et on écrit R, = (H - M) ;. Montrer que R; est
une gaussienne.

Montrer que R,, est un mouvement brownien pour une filtration que l’on
précisera.

Solution 2. un mouvement brownien et a € R.

1.

On a Ny — By = V; + at. Donc N; — B; est une martingale continue &
variation finie. Elle est donc constante.

On a . .
(H~M)t:/ sds+/ sd B,
0 0
Ensuite
! 1
E((H-M)) = / sds = =
0 2
et
i w0 = ([ sasf s [ as=do o T
Y A A I BT
. La variation quadratique vient uniquement de la partie martingale, donc

(M, M), = (B, B); = t. Ensuite

((H-M),(H-M)), = H*(M, M), = /Ot t2dt = %t:”

Puisque a =0 on a
V3
Rlz(HM)g\/g:/ SdBS
0

Pour tout sequence 0 < sy < -+ < s => /3, (Bs,, (Bs,—Bs, ), -+, (Bs, —

By, _,)) est un vecteur gaussien. Et donc ) s;(Bs,,, —Bs,) est gaussien de



variance Y s?. Ensuite pour des sous sequences emboité d’écart maximal
tendant vers 0 on a

V3
> 8i(Bs,, — Bs,) = / sd B,
0

pour la convergence en proba donc en loi. La limite d’une variable gaussi-
3

enne est gaussienne et la variance est bien fo s2ds = %3 =1.

On a que (R,R), = (H - M)s s, = +3v = v. D’apres le théoréme d’Ito,

R est donc un mouvement brownien. Pour la filtration B, = F; V3

Problem 3. Soit ’équation stochastique suivante

dXt = O'XtdBt

avec Xg = 1.

1.

6.

Justifier qu’il existe une solution et que celle ci est unique au sens des
trajectoires pour un mouvement brownien B; donné.

Vérifier que

o2
X: =exp(ocBy — —t)

2
est solution de cette équation.
Montrer que X; converge vers 0 presque surement.

Montrer que E(X?) n’est pas uniformément borné.

Soit T, = inf[t : X; > a] pour a > 1, montrer que E(Xp, ) = aP(T,, <
00) pour t — oo.

En déduire que pour y > 0 P(3u > 0: B, — §u > y) = exp(—0y).

Solution 3. On

1.

L’équation s’ecrit comme dX; = o(t, X;)dB; avec o(t, X;) = oX; qui
est Lipschitz. On peut donc utiliser le théoréme d’existence et d’unicité
au sens des trajectoires pour les équations stochastique dans le cas Lips-
chitzien.

On utilise la formule d’Ito

2

X; = exp(ocBy — %t)
2

t 2 2 ¢ 1 [t o2
:1—/0 %exp(aBt—%t)ds—i—/O oexp(oB; — %t)st—l—i/O %exp(aBt— 5

t
= XO —|—/ O'Xsst
0

o2
—t

)ds



. Xp est une martingale positive. Elle converge donc p.s. Donc sa variation
quadratique converge p.s. Or on a

¢
(X, X)) = 02/ X2ds ~ 02 X2t
0

et donc la limite X, =0 p.s.

. On raisonne par Iabsurde. Si E(X?) est borné alors c’est une martingale
borné dans L. Et donc X, converge p.s, dans L? et donc dans L'. Pour
tout ¢ E(X;) = E(Xy) = 1. Donc on n’a pas E(X;) - E(X) = 0.

L1l = IE(XTQ/\t) = CLHD(TQ < t)+]E(Xt1TaZt) — aIP’(Ta < OO) Car thTaZt —
0 et puisque X;17,>¢ < a on peut utiliser le théoréeme de convergence
dominé.

. Avec a = exp(oy) on a

2
P(3u>0:B, — %u >y) =P(EFu>0:exp(cB, — %u) > exp(oy))

=P(T, < x)
— expl(-ay)



