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Introduction

Nous nous proposons dans cette partie de d¶ecrire la propagation des champs ¶electromagn¶etiques dans
la matiµere dense. En fait, l'objet essentiel de ce chapitre sera de donner un contenu physique pr¶ecis µa
la notion d'indice de r¶efraction et d'¶etudier la propagation de la lumiµere dans un certain nombre de
milieux choisis pour leur caractµere exemplaire.

Les ¶equations de Maxwell doivent d¶ecrire de fa»con parfaitement satisfaisante la propagation dans
les milieux mat¶eriels µa condition d'inclure toutes les sources du champ ¶electromagn¶etique. Il y a a priori
deux sortes de courants ou de r¶epartitions de charges. Il y a, d'une part, les courants macroscopiques
produits par les g¶en¶erateurs ou les sources, en g¶en¶eral contrôl¶es par l'exp¶erimentateur, et descriptibles
dans les termes que nous avons d¶ejµa employ¶es dans les chapitres pr¶ec¶edents. Il y a, d'autre part, tous
les courants, plus ou moins incontrôl¶es, qui d¶ecrivent tous les transports de charge dans la matiµere
dense. Tous les ¶electrons d'un milieu peuvent contribuer µa la propagation d'une onde. Nous appellerons
charges (ou courants) libres les premiers, charges ou courants li¶es les seconds. Libres, parce qu'ils sont
sous contrôle de l'exp¶erimentateur, li¶es parce qu'ils correspondent aux mouvements de charges li¶ees µa
la matiµere.

Il est ¶evident que les charges libres ne nous poseront pas plus de problµemes que dans l'espace libre
et qu'une adaptation des solutions en potentiels retard¶es ou des d¶eveloppements multipolaires su±ra
µa les traiter. Ce qui rend le problµeme complexe, c'est bien sûr la pr¶esence des charges li¶ees. On doit a
priori tenir compte de toutes les charges du milieu et d¶ecrire les champs ¶electriques intra{atomiques
autant que celui de l'onde plane que nous essaierons de propager! On est en fait dans une situation
analogue µa celle de la m¶ecanique quand elle essaie de d¶ecrire un gaz en tenant comptabilit¶e de la
position et de la vitesse de toutes les mol¶ecules. Comme en thermodynamique, nous n'aurons pas
besoin de connâ³tre explicitement les champs microscopiques dans leur horrible complexit¶e. Il serait
d'ailleurs tout µa fait illusoire de chercher µa les mesurer. Les seules quantit¶es qui nous int¶eresseront
seront des moyennes d'ensemble µa l'¶echelle macroscopique de nos sources et de nos d¶etecteurs.

L'objet du premier chapitre de cette partie sera donc de d¶e¯nir des processus de moyennage, de
lissage, permettant de d¶eriver des champs µa l'¶echelle microscopique µa partir des champs ayant une
¶echelle de variation macroscopique. Cette ¶echelle devra cependant être assez ¯ne pour une description
pr¶ecise des ph¶enomµenes macroscopiques. Elle devra par exemple, pour un problµeme de propagation,
être petite devant la longueur d'onde. Chaque atome, chaque mol¶ecule du milieu ne joue, dans ces
moyennes, de rôle qu'µa une distance trµes grande par rapport µa sa taille. Nous pourrons donc utiliser
les techniques de d¶eveloppements multipolaires du chapitre pr¶ec¶edent pour traiter ce champ. Nous
d¶e¯nirons donc des densit¶es macroscopiques de polarisation, dipolaire ou quadripolaire ¶electrique et
dipolaire magn¶etique. Nous montrerons en¯n que les ¶equations d¶ecrivant les champs moyenn¶es sont
les ¶equations de Maxwell, µa condition d'y faire intervenir des densit¶es de charge et de courant, elles
aussi macroscopiques, li¶ees aux d¶eriv¶ees spatiales et temporelles des densit¶es de polarisation. Nous
aurions donc r¶esolu le problµeme si nous connaissions ces densit¶es de polarisation.

En g¶en¶eral, on ne peut rien dire des densit¶es de polarisation. Elles d¶ependent en e®et ¶evidemment
des champs appliqu¶es qui, en retour, d¶ependent des densit¶es de polarisation. Nous trouverons dans
le deuxiµeme chapitre une issue µa ce problµeme. Nous supposerons, comme c'est pratiquement tou-
jours le cas, que les champs appliqu¶es seront assez faibles pour que le mat¶eriau r¶eponde de fa»con
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lin¶eaire µa l'excitation. Autrement dit, les densit¶es de polarisation seront des fonctions lin¶eaires des
champs ¶electriques et magn¶etiques macroscopiques, ce qui nous permettra en¯n d'¶ecrire les ¶equations
de propagation, les ¶equations de Maxwell dans la matiµere, sous une forme close. Nous introduirons
les susceptibilit¶es ¶electriques et magn¶etiques qui d¶ecrivent ces relations de proportionnalit¶e, et nous
donnerons quelques modµeles simples de thermodynamique statistique pour pr¶evoir leurs ordres de
grandeur. En¯n, nous ¶etablirons sur ces susceptibilit¶es, des r¶esultats trµes g¶en¶eraux s'appliquant µa
priori µa toute th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire. Nous montrerons en e®et que la simple causalit¶e impose
des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires des susceptibilit¶es. Comme les unes
d¶ecrivent l'indice de r¶efraction et les autres l'absorption par le milieu, nous en d¶eduirons des relations
trµes profonde entre dispersion et absorption.

Dans le dernier chapitre, en¯n, nous appliquerons tout cela µa des problµemes de propagation. Nous
essaierons de comprendre pourquoi la plupart des milieux sont absorbants. Nous verrons µa quelles
conditions un milieu mat¶eriel peut être ampli¯cateur pour les ondes lumineuses et nous inventerons en
passant le laser. Nous envisagerons aussi la propagation dans les plasmas ou les m¶etaux, ¶equivalents
de ce point de vue. Nous nous pencherons aussi sur les conditions de passage entre deux milieux
di®¶erents. Nous en d¶eduirons, dans le cas des di¶electriques transparents, les lois de Descartes{Snell
de la r¶efraction, mais aussi les coe±cients de Fresnel qui d¶ecrivent les amplitudes relatives des ondes
r¶e°¶echies et r¶efract¶ees.



Chapitre 1

Equations de Maxwell dans la matiµere

La premiµere ¶etape de notre travail est donc d'¶ecrire, de maniµere consistante, des valeurs moyennes
macroscopiques µa partir des champs et sources r¶eels.

1.1 Champs et charges microscopiques et macroscopiques

Nous noterons ½t et jt les densit¶es de charges et de courant complµetes, incluant les charges li¶ees et les
charges libres. Si nous notons e et b les vrais champs ¶electrique et magn¶etique µa l'¶echelle microscopique,
ils sont d¶etermin¶es par ½t et jt et par les ¶equations de Maxwell sous leur forme habituelle, qu'il n'est
peut être pas n¶ecessaire de rappeler encore une fois.

Nous voulons d¶e¯nir des moyennes des quantit¶es ci dessus µa une ¶echelle trµes grande par rapport µa
la taille atomique, ou par rapport aux distances entre mol¶ecules voisines. Nous devrons d'autre part
pouvoir d¶ecrire des ph¶enomµenes ondulatoires. Il faudra donc que l'¶echelle de moyennage reste petite
par rapport µa la longueur d'onde du rayonnement consid¶er¶e. Nous choisirons donc l'¶echelle de notre
moyennage, s0, de telle maniµere que:

a0 ¿ s0 ¿ ¸ ; (1.1)

oµu a0 est le rayon de Bohr, qui est aussi l'ordre de grandeur de la distance entre particules dans la
matiµere dense. Si nous nous int¶eressons µa des ondes optiques, les longueurs d'onde ¶etant de l'ordre
du micron et a0 de la fraction d'ºAngstrÄom, nous pouvons trouver facilement une ¶echelle interm¶ediaire
aux environs de la dizaine de nanomµetres. Une sphµere de rayon s0 contient un trµes grand nombre
d'atomes, tout en restant un petit objet µa l'¶echelle de la propagation. Bien sûr, nous nous interdisons
ainsi de d¶ecrire la propagation d'une onde de longueur d'onde comparable µa a0, dans le domaine des
rayons X. La propagation d'une telle onde est beaucoup mieux d¶ecrite en termes de di®raction par le
r¶eseau cristallin qu'en termes d'indice de r¶efraction. Nous nous interdisons aussi de d¶ecrire des milieux
trµes dilu¶es. Mais il est ¶evident que ces milieux sont essentiellement identiques au vide.

Nous d¶e¯nissons une fonction de lissage, d'extension s0, W (s), homogµene µa l'inverse d'un volume.
Nous pourrons par exemple prendre une fonction gaussienne, de la forme exp(¡s2=s20)=s30, avec un
coe±cient de normalisation convenable pour que l'int¶egrale sur tout l'espace de W soit ¶egale µa un.
Notons que W doit être une fonction µa sym¶etrie sph¶erique pour respecter l'invariance par rotation
des ¶equations de Maxwell. Il est aussi important qu'elle varie r¶eguliµerement µa l'¶echelle de s0. Si nous
prenions par exemple pourW la fonction caract¶eristique d'une sphµere de rayon r0, nous risquerions de
ne pas obtenir des champs lisses µa l'¶echelle macroscopique. Il su±rait en e®et de d¶eplacer cette sphµere
d'une quantit¶e voisine de a0 pour englober dans la moyenne un ¶electron de plus ou de moins. Comme
la matiµere est en g¶en¶eral globalement neutre, on pourrait ainsi modi¯er consid¶erablement la densit¶e
moyenn¶ee de charges par un d¶eplacement microscopique de la sphµere d'int¶egration. Notons ¶egalement
que les r¶esultats de notre travail seront complµetement ind¶ependants de la forme de W et de l'¶echelle
de moyennage s0. Nous n'aurons d'ailleurs jamais µa r¶ealiser e®ectivement un de ces moyennages,

295



296 CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LA MATIµERE

puisque nous ne connâ³trons jamais les champs microscopiques. Nous d¶e¯nissons alors les quantit¶es
macroscopiques moyenn¶ees comme:

E(r; t) =

Z
e(r¡ s; t)W (s) d3s (1.2)

B(r; t) =

Z
b(r¡ s; t)W (s) d3s (1.3)

%(r; t) =

Z
½t(r¡ s; t)W (s) d3s (1.4)

J(r; t) =

Z
jt(r¡ s; t)W (s) d3s : (1.5)

Ces quantit¶es ne peuvent, par construction, varier plus rapidement que s0. Elles ont donc toutes
les bonnes caract¶eristiques pour jouer le rôle de variables macroscopiques. Les ¶equations de Maxwell
¶etant lin¶eaires, elles commutent avec cette op¶eration de prise de valeur moyenne par une int¶egration.
Les quantit¶es moyenn¶ees ob¶eissent donc rigoureusement aux ¶equations de Maxwell.

Dans les sources, nous pourrons, comme nous le mentionnions dans l'introduction, s¶eparer les
contributions des charges libres et des charges li¶ees. Nous ¶ecrirons % et J sous la forme:

% = ½+ ½` (1.6)

J = j+ j` ; (1.7)

oµu ½ et j sont les densit¶es de charges libres, et ½`, j` les densit¶es de charges et de courant li¶ees µa la
matiµere. Nous ne nous pr¶eoccuperons plus pendant un moment des densit¶es libres, qui se traitent
comme dans le vide. Notons toutefois qu'il s'agit de quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle s0. Il n'y aurait
plus de sens µa parler dans notre approche d'une charge ponctuelle ou de tenter de d¶eterminer les
champs sur des ¶echelles de distance inf¶erieures µa s0.

1.2 Distributions moyenn¶ees

Nous allons maintenant tenter de d¶ecrire les charges li¶ees. Nous allons pour cela regrouper les charges
de la matiµere en mol¶ecules. Cette approche est bien sûr justi¯¶ee par la composition de la matiµere,
mais elle nous permettra, surtout, de d¶ecrire les champs produits par une mol¶ecule en termes de
d¶eveloppements multipolaires.

1.2.1 Densit¶es microscopiques

Nous diviserons donc l'¶enorme collection de charges li¶ees en mol¶ecules. Une charge li¶ee restera toujours
attach¶ee µa la même mol¶ecule. Nous indicerons les mol¶ecules du milieu avec un indice m. Une mol¶ecule
pouvant contenir plusieurs charges, nous indicerons les charges µa l'int¶erieur de chaque mol¶ecule par
un indice grec ¯. Nous noterons donc qm¯ la charge d'une des charges de la mol¶ecule m, rm¯ sa
position et vm¯ sa vitesse. Les densit¶es de charge et de courant li¶ees avant moyennage sont donn¶ees
respectivement par: X

m;¯

qm¯±(r¡ rm¯) (1.8)

X
m;¯

qm¯vm¯±(r¡ rm¯) : (1.9)

En plus de ces quelques notations, nous allons faire des hypothµeses r¶ealistes sur nos mol¶ecules. Nous
allons tout d'abord les supposer immobiles. Tout au moins, nous supposerons qu'elles se d¶eplacent
su±samment peu ou su±samment lentement pour que ce d¶eplacement n'a®ecte pas la propagation.
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Comme nous ne manipulerons que des quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle s0, nous n'aurons µa exclure que
les mouvements d'ensemble µa une ¶echelle macroscopique. L'agitation dans les gaz, par exemple, a un
libre parcours moyen si petit (quelques dizaines d'ºAngstÄoms µa pression ambiante) que ces mouvements
n'in°uent en rien sur la propagation d'une onde optique. Si nous avions un d¶eplacement d'ensemble
su±samment rapide, la propagation en serait a®ect¶ee. Un champ en un endroit cr¶ee une polarisation
moyenne qui pourrait se propager en un autre endroit et contribuer au rayonnement d'une autre
r¶egion: il apparâ³trait des termes de convection dans les ¶equations de propagation. Notons toutefois
qu'il serait possible de tenir compte de ces d¶eplacements d'ensemble au prix de quelques complications
arithm¶etiques sans importance. Nous expliquerons briµevement comment les ¶equations de Maxwell
dans la matiµere sont modi¯¶ees dans un milieu en mouvement. Nous n¶egligerons aussi toute action
m¶ecanique du champ sur les particules. Nous ne consid¶ererons pas le cas oµu le champ pourrait induire
des d¶eplacements d'ensemble ou des variations de densit¶e. Trµes g¶en¶eralement, l'action des champs sur
les degr¶es de libert¶e externes des mol¶ecules est complµetement n¶egligeable devant l'agitation thermique
ou les forces de liaison des cristaux. Ce n'est qu'au voisinage imm¶ediat d'une transition de phase ou
d'un point critique, par exemple, que cette petite perturbation peut avoir un e®et important sur le
milieu. Il faut citer aussi les milieux dilu¶es d'atomes refroidis par laser oµu on pourrait observer ce
genre d'e®ets.

Si nous notons rm la position de la m-iµeme mol¶ecule (par exemple la position de son centre de
gravit¶e, ou de tout autre point remarquable situ¶e au sein de la mol¶ecule), nous aurons donc:

_rm = vm = 0 : (1.10)

Nous allons supposer aussi que nos mol¶ecules sont neutres (
P

½qm¯ = 0). Si ce n'¶etait pas le cas,
elles ne pourraient cr¶eer, puisqu'elles sont statistiquement immobiles, qu'une r¶epartition de charges
¶electrostatiques, dont le champ serait ais¶ement calculable et qui, de toutes fa»cons, ne contribueraient
aucunement au rayonnement.

Nous pouvons maintenant rep¶erer la position des charges de la mol¶eculem par rapport µa la position
constante de celle-ci. Nous ¶ecrirons donc:

rm¯ = rm + »m¯ ; (1.11)

oµu » est par hypothµese une quantit¶e de l'ordre de a0, taille de la mol¶ecule. rm ¶etant constant, on peut
r¶e¶ecrire les densit¶es de charge et de courant li¶ees avant moyennage comme:X

m;¯

qm¯±(r¡ rm ¡ »m¯) (1.12)

X
m;¯

qm¯ _»m¯±(r¡ rm ¡ »m¯) : (1.13)

1.2.2 Moments multipolaires

Aprµes moyennage, on ne regarde les champs qu'µa une ¶echelle de l'ordre de s0. La taille des mol¶ecules
¶etant de l'ordre de a0, il est naturel de traiter leurs champs par un d¶eveloppement multipolaire. Comme
elles sont neutres, ne peuvent intervenir que les termes dipolaires ¶electriques, µa l'ordre dominant,
et dipolaires magn¶etiques et quadripolaires ¶electriques µa l'ordre suivant. Nous nous arrêterons lµa.
En g¶en¶eral, les termes quadripolaires ¶electriques jouent un rôle complµetement n¶egligeable pour la
propagation dans la matiµere mais, comme ils apparaissent au même ordre de d¶eveloppement que les
termes dipolaires magn¶etiques, il nous faut les conserver un temps pour assurer la coh¶erence de nos
d¶eveloppements. Nous d¶ecrirons donc une mol¶ecule par son dipôle ¶electrique:

pm(t) =
X
¯

qm¯»m¯ ; (1.14)
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son dipôle magn¶etique:

mm(t) =
1

2

X
¯

qm¯»m¯ £ _»m¯ ; (1.15)

et en¯n son quadripôle ¶electrique, dont les composantes s'¶ecrivent:

qmij(t) =
X
¯

qm¯»m¯i»m¯j : (1.16)

L'ensemble des multipôles ainsi recens¶es peuvent être d¶ecrits par des densit¶es de polarisation, en
ajoutant juste des fonctions ± centr¶ees sur les mol¶ecules. Les densit¶es de polarisation microscopiques
sont donc donn¶ees par:

p(r; t) =
X
m

pm(t)±(r¡ rm) (1.17)

m(r; t) =
X
m

mm(t)±(r¡ rm) (1.18)

q(r; t) =
X
m

qm(t)±(r¡ rm) : (1.19)

Nous allons maintenant proc¶eder au lissage de ces distributions microscopiques.

1.2.3 Densit¶es macroscopiques

Le moyennage par la fonction W des densit¶es microscopiques de charges li¶ees redonne les charges li¶ees
qui peuvent donc s'¶ecrire:

½`(r; t) =
X
m;¯

qm¯W (r¡ rm ¡ »m¯) (1.20)

j`(r; t) =
X
m;¯

qm¯ _»m¯W (r¡ rm ¡ »m¯) : (1.21)

Il est en e®et tout µa fait ¶evident que la convolution de la fonction de lissage W par une fonction de
Dirac donne une fonction W du même argument que la fonction de Dirac initiale. On lit directement
sur les expressions pr¶ec¶edentes que l'¶echelle de variation de ces quantit¶es ne peut pas être plus petite
que s0.

On d¶e¯nira de même des densit¶es de polarisation moyennes en moyennant les quantit¶es micro-
scopiques introduites µa la ¯n du paragraphe pr¶ec¶edent. On aura:

P(r; t) =
X
m

pmW (r¡ rm) (1.22)

M(r; t) =
X
m

mmW (r¡ rm) (1.23)

Q(r; t) =
X
m

qmW (r¡ rm) : (1.24)

On notera que Q, comme le moment quadripolaire d'une mol¶ecule unique, est, avec nos notations, un
tenseur sym¶etrique.

Ces densit¶es de polarisation ont une signi¯cation physique bien plus profonde que les charges li¶ees
elles{même. Si rien ne permet µa priori de mesurer les densit¶es moyennes de charges li¶ees, la densit¶e
de polarisation exprime que chaque ¶el¶ement de volume se comporte comme un petit dipôle ¶electrique
ou magn¶etique, dont le champ est au moins en principe mesurable. Il serait donc pr¶ef¶erable de
faire intervenir dans les ¶equations de Maxwell macroscopiques les densit¶es de polarisation plutôt que
les charges li¶ees, plus obscures. Nous allons maintenant montrer qu'on peut e®ectivement exprimer
charges et courant li¶es en fonction des d¶eriv¶ees spatiales et temporelles des densit¶es de polarisation.
En quelque sorte, nous allons inverser la d¶e¯nition de ces densit¶es de polarisation.
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1.2.4 Expression des densit¶es de charges li¶ees

Densit¶e de charges

Nous allons commencer par la densit¶e de charges, donn¶ee par (1.20). Nous allons d¶evelopper, dans
cette expression, la fonction W en puissance de ». En e®et, la fonction ne varie qu'µa l'¶echelle s0 et
» est d'ordre a0. On peut donc sans problµemes e®ectuer un d¶eveloppement de Taylor de chacun des
termes de la source par rapport µa »m¯. On ¶ecrira:

W (r¡ rm ¡ »m¯) =W (r¡ rm)¡ »m¯ ¢rW (r¡ rm) + 1
2

X
i;j

»m¯i»m¯j@i@jW ; (1.25)

oµu les d¶eriv¶ees de W s'entendent par rapport µa son argument r et doivent toutes être ¶evalu¶ees en
r ¡ rm. Nous avons pouss¶e ce d¶eveloppement µa l'ordre 2. Nous verrons que c'est n¶ecessaire pour
retrouver les termes quadripolaires ¶electriques. En portant ce d¶eveloppement dans (1.20), on trouve
la densit¶e de charges sous la forme d'une somme de trois termes:

½` = ½
(0)
` + ½

(1)
` + ½

(2)
` ; (1.26)

faisant intervenir les puissances successives de ».

Il est ¶evident que le terme d'ordre 0 s'annule. La fonction W , constante, sort de la somme sur les
charges de la mol¶ecule m et il reste un terme en

P
¯ qm¯, nul puisque la mol¶ecule est neutre. Le terme

d'ordre 1 s'¶ecrit:

½
(1)
` = ¡

X
m

rW (r¡ rm) ¢
X
¯

qm¯»m¯ : (1.27)

On reconnâ³t facilement dans la somme sur ¯ le moment dipolaire de la mol¶ecule, pm. Du point de
vue de la d¶erivation par rapport µa l'argument de W , cette quantit¶e est bien entendu une constante,
et on peut ¶ecrire:

½
(1)
` = ¡r ¢

X
m

pmW (r¡ rm) = ¡r ¢P : (1.28)

Comme nous le d¶esirions, ce terme se calcule trµes simplement comme la divergence de la densit¶e
macroscopique de polarisation.

L'interpr¶etation physique de ce terme est tout µa fait transparente. Consid¶erons un milieu, tel
que celui repr¶esent¶e sur la ¯gure 1.1, dont la densit¶e de polarisation est uniforme, align¶ee avec Oz,
dans une tranche d'espace d'¶epaisseur L perpendiculaire µa Oz. On peut repr¶esenter chaque mol¶ecule
comme un petit dipôle. On peut imaginer par exemple ces petits dipôles strictement align¶es le long
de la direction de polarisation. Si on prend un ¶el¶ement de volume quelconque dans le milieu, la
densit¶e moyenne de charges sera nulle parce que chaque tête positive d'une mol¶ecule quelconque
est exactement compens¶ee par la tête n¶egative d'une mol¶ecule voisine. On trouve donc bien, avec
cette image physique trµes simple, que la densit¶e de charges dans le milieu uniform¶ement polaris¶e est
nulle. En revanche, si nous consid¶erons un ¶el¶ement de volume recouvrant une interface du milieu avec
l'ext¶erieur, nous ne trouverons pas une charge nulle. Les charges µa l'extr¶emit¶e des mol¶ecules qui se
trouvent imm¶ediatement µa la surface n'ont en e®et aucune voisine pour les compenser. En un mot,
nous trouverons des densit¶es surfaciques de charge, positives sur la face d'entr¶ee, n¶egatives sur la face
de sortie, ce qui est pr¶ecis¶ement le comportement de la divergence de P (au signe prµes) dans ce cas.
Bien sûr, comme nous ne manipulons que des quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle macroscopique, nous
avons une r¶epartition continue de charges qui varie sur une ¶echelle de l'ordre de s0. Cette ¶echelle ¶etant
n¶egligeable par rapport aux dimensions caract¶eristiques du problµeme, on pourra toutefois assimiler
cette distribution de charges µa une r¶epartition surfacique.
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Figure 1.1: R¶epartition de charges dans un milieu uniform¶ement polaris¶e. A l'int¶erieur du milieu, les charges de

mol¶ecules voisines se compensent exactement. En revanche, sur les faces du milieu, apparaissent des densit¶es surfaciques

de charges. En gris¶e, on a repr¶esent¶e deux volumes de calcul de la densit¶e moyenne de charges.
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Ecrivons maintenant le terme d'ordre 2, dont il est d'ores et d¶ejµa ¶evident qu'il fera intervenir la
densit¶e de quadripôles. Aprµes quelques r¶earrangements, on a:

½
(2)
` =

1

2

X
j

@j

8<:X
i

@i

24X
m;¯

qm¯»m¯i»m¯jW (r¡ rm)
359=; : (1.29)

Dans le crochet le plus int¶erieur, on reconnâ³t une composante de
P
m qmW , c'est µa dire de la densit¶e

moyenne de quadripôle Q. On a donc, en recourant un moment aux notations d'Einstein,

½
(2)
` =

1

2
@j@iQij : (1.30)

En posant, comme nous l'avions d¶ejµa fait dans la quatriµeme partie,

r ¢Qj = @iQj i ; (1.31)

on peut ¶ecrire:

½
(2)
` =

1

2
r ¢ (r ¢Q) : (1.32)

En regroupant en¯n avec le terme d'ordre 1, nous allons trouver:

½` = ¡r ¢ (P¡ 1
2
r ¢Q) ; (1.33)

le premier r¶esultat essentiel de ce paragraphe.

Densit¶e de courant

Nous allons maintenant proc¶eder de la même maniµere pour la densit¶e de courant li¶e. Nous d¶eveloppe-
rons, dans l'expression (1.21), la fonction W en puissances de ». Toutefois, nous verrons qu'il su±t de
pousser le d¶eveloppement µa l'ordre un pour trouver les termes dipolaires magn¶etiques et quadripolaires
¶electriques. Nous ¶ecrirons donc:

j` = j
(0)
` + j

(1)
` : (1.34)

Le premier terme s'¶ecrit simplement:

j
(0)
` =

X
m;¯

qm¯ _»m¯W (r¡ rm) : (1.35)

En isolant la somme sur ¯, dont la fonction W peut être sortie, on voit imm¶ediatement intervenir:

d

dt

X
¯

qm¯»m¯ =
dpm
dt

: (1.36)

En constatant en¯n que W ne d¶epend pas du temps, on a:

j
(0)
` =

@P

@t
(1.37)

L'interpr¶etation physique de ce terme est, lµa aussi, transparente. Si la polarisation du milieu varie,
c'est que les mol¶ecules se d¶eplacent ou se polarisent de fa»con di®¶erente. Cela r¶esulte bien sûr en des
d¶eplacements de charges. Ils sont µa l'¶echelle microscopiques, mais, comme toutes les mol¶ecules d'un
même voisinage voient leur polarisation varier de la même maniµere, ces courants ont une moyenne non
nulle µa l'¶echelle macroscopique.
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Le terme d'ordre 1 va nous demander un peu plus d'e®orts. Il s'¶ecrit en e®et:

j`(1) = ¡
X
m;¯

qm¯ (»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ : (1.38)

Comme nous l'avions fait en calculant le champ de dipôle magn¶etique et du quadripôle ¶electrique,
nous allons mettre arti¯ciellement ce terme sous la forme d'un double produit vectoriel (l'analogie
entre les deux calculs est bien sûr loin d'être fortuite). On ¶ecrit pour cela:

(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ =
1

2

h
(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ ¡ »m¯

³
rW (r¡ rm) ¢ _»m¯

´i
+
1

2

h
(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ + »m¯

³
rW (r¡ rm) ¢ _»m¯

´i
(1.39)

et donc:
j`(1) = j

(1)0
` + j

(1)00
` ; (1.40)

avec:

j
(1)0
` =

1

2

X
m;¯

qm¯rW £
h
»m¯ £ _»m¯

i
; (1.41)

l'autre terme ¶etant d¶e¯ni pour compenser les termes additionnels introduits dans le premier. En
isolant la somme sur m, en sortant la fonction W de la somme sur ¯, nous faisons apparâ³tre le
moment magn¶etique de la mol¶ecule m, 12

P
¯ qm¯»m¯ £ _»m¯. Nous avons donc:

j
(1)0
` =

X
m

rW £mm : (1.42)

Le moment magn¶etique de la mol¶ecule ne d¶ependant pas de la position dans l'espace, nous pouvons
regrouper ces termes en faisant apparâ³tre la densit¶e macroscopique de moment magn¶etique:

j
(1)0
` =r£M : (1.43)

L'interpr¶etation physique de ce terme est trµes similaire µa celle de la densit¶e de charges. Consid¶erons
un barreau uniform¶ement aimant¶e d'axe Oz, tel que celui repr¶esent¶e sur la ¯gure 1.2. Nous pouvons
remplacer chacun des dipôles magn¶etiques de ce barreau par une petite boucle carr¶ee de courant,
dont la taille est ¶egale µa la s¶eparation entre boucles voisines. Toutes ces boucles sont parcourues
par le même courant. Si nous consid¶erons un point arbitraire dans le milieu (ou plutôt un voisinage
d'extension s0, les courants de boucles adjacentes s'annulent exactement: il n'y a pas de courants
macroscopiques dans un milieu uniform¶ement aimant¶e. En revanche, si nous consid¶erons des points
proches de la surface, les courants ne sont plus compens¶es. Il apparâ³t un courant de surface, ce qui
est pr¶ecis¶ement l'aspect du rotationnel de l'aimantation comme on s'en convaincra ais¶ement. Vu de
l'ext¶erieur, un barreau aimant¶e a donc la même r¶epartition de courant qu'un sol¶enoÄ³de. On justi¯e
ainsi l'¶evidente similitude des lignes de champ de ces deux objets. Notons que la densit¶e de courant
ainsi obtenue peut être consid¶erable, de l'ordre de 106 A/m pour des aimants ordinaires. Elle r¶esulte
en e®et de l'addition coh¶erente d'un trµes grand nombre de courants atomiques.

Traitons maintenant le second terme du courant µa l'ordre 1. Sa composante j s'¶ecrit:

j
(1)00
` j = ¡1

2

X
m;¯

qm¯

"X
i

»m¯i@iW _»m¯j +
X
i

_»m¯i@iW»m¯j

#
: (1.44)

On reconnâ³tra ais¶ement dans cette forme la composante j d'une d¶eriv¶ee par rapport au temps d'une
quantit¶e ¶egale µa:

¡1
2
@i
X
m;¯

qm¯»m¯i»m¯j ; (1.45)
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Figure 1.2: Section d'un barreau uniform¶ement aimant¶e et repr¶esentation des courants microscopiques. Ils se com-

pensent exactement, sauf au voisinage de la surface. Vu de l'ext¶erieur, le barreau a le même champ magn¶etique qu'un

sol¶enoÄ³de.

c'est µa dire la d¶eriv¶ee par rapport au temps de la divergence du champ de quadripôle:

j
(1)00
` j = ¡ @

@t

1

2
r ¢Q : (1.46)

Cette d¶eriv¶ee par rapport au temps, li¶ee aux mouvements de charges impos¶es par une redistribution
de la densit¶e de quadripôles, se regroupe facilement avec le courant d'ordre 0 et on a ¯nalement:

j` =
@

@t

µ
P¡ 1

2
r ¢Q

¶
+r£M : (1.47)

Ceci est le deuxiµeme r¶esultat essentiel de ce paragraphe. Nous avons rempli totalement notre pro-
gramme en exprimant ½` et j` en fonction des d¶eriv¶ees spatiales et temporelles deM et de P¡ 1

2r ¢Q.
On constate d'ailleurs que les densit¶es de dipôles et quadripôles ¶electriques apparaissent toujours sous
la forme de la même combinaison. Nous avons conserv¶e la densit¶e de quadripôles pour la coh¶erence de
nos d¶eveloppements. Il est toutefois ¶evident qu'elle jouera un rôle n¶egligeable par rapport µa la densit¶e
dipolaire, µa moins que celle-ci ne soit nulle.

Nous avons totalement n¶eglig¶e, dans cette approche, les mouvements d'ensemble des mol¶ecules. Si
on tenait compte correctement dans ce qui pr¶ecµede des termes en _rm, on montrerait que la densit¶e de
charges n'est pas modi¯¶ee(_rm n'y apparâ³t pas), mais qu'il apparâ³t un terme convectif dans la densit¶e
de courants li¶es:

j` =
@

@t

µ
P¡ 1

2
r ¢Q

¶
+r£M¡r£

∙
V £ (P¡ 1

2
r ¢Q)

¸
; (1.48)

oµu V est la vitesse d'ensemble locale des mol¶ecules. On comprend bien en e®et que le transport
macroscopique d'une densit¶e de polarisation soit ¶equivalent µa un courant.

1.3 Equations de Maxwell macroscopiques

Nous allons maintenant utiliser les expressions pr¶ec¶edentes des charges et courants li¶es pour r¶e¶ecrire
les ¶equations de Maxwell µa l'¶echelle macroscopique.
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1.3.1 D¶eplacement ¶electrique, Induction magn¶etique

Les ¶equations de Maxwell homogµenes restent bien sûr inchang¶ees dans les op¶erations de moyennage:

r£E = ¡@B
@t

(1.49)

r ¢B = 0 : (1.50)

L'¶equation de Maxwell{Gauss se r¶e¶ecrit:

r ¢E = (½+ ½`)=²0 ; (1.51)

oµu ½ est, rappelons{le, la densit¶e de charges libres moyenn¶ee. En rempla»cant ½` par l'expression (1.33),
on voit que cette ¶equation peut se mettre sous la forme:

r ¢D = ½ ; (1.52)

oµu le vecteur D, appel¶e d¶eplacement ¶electrique, est d¶e¯ni par:

D = ²0E+P¡ 1
2
r ¢Q : (1.53)

Bien sûr l'introduction de ce vecteur ne fait, µa ce stade, que simpli¯er les ¶ecritures. Il faudrait pourvoir
¶ecrire explicitement les densit¶es de polarisation pour lui donner un sens utile.

Finalement, l'¶equation de Maxwell ampµere peut s'¶ecrire, en rempla»cant les courants li¶es par leur
expression (1.47),

r£B = ¹0j+ 1

²0c2

∙
@

@t

µ
P¡ 1

2
r ¢Q

¶
+r£M

¸
+
1

c2
@E

@t
: (1.54)

En regroupant les d¶eriv¶ees par rapport au temps, on peut faire apparâ³tre le d¶eplacement ¶electrique
D. En regroupant les termes en rotationnel, on peut ¯nalement mettre cette ¶equation sous la forme:

r£H = j+
@D

@t
; (1.55)

en introduisant l'induction magn¶etique H d¶e¯nie par:

H =
B

¹0
¡M : (1.56)

Nous avons ¯nalement obtenu, par de simples jeux de r¶e¶ecriture, quatre ¶equations qui ont µa peu prµes
la forme des ¶equations de Maxwell et qui ne font apparâ³tre que les densit¶es de charges et de courants
libres, qui sont sous le contrôle de l'exp¶erimentateur. La di±cult¶e est bien sûr que ces ¶equations
sont ¶ecrites en fonction de quatre champs: les champs ¶electriques et magn¶etiques traditionnels, le
d¶eplacement ¶electrique et l'induction magn¶etique (ces noms ont ¶et¶e donn¶e historiquement trµes tôt
dans le d¶eveloppement de l'¶electromagn¶etisme et ont ¶et¶e conserv¶es depuis). Il n'y a donc pas de
solution unique µa cet ensemble d'¶equations, sous d¶etermin¶ees. Ce n'est qu'en pr¶ecisant les relations
entre les densit¶es de polarisation et les champs que nous pourrons exprimer les deux nouveaux champs
en fonction des champs ¶electriques et magn¶etiques et obtenir un ensemble de quatre ¶equations ne
portant que sur deux champs de vecteurs, qu'il devrait être possible de r¶esoudre ensuite.
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1.3.2 Consid¶erations ¶energ¶etiques

Nous terminerons ce chapitre par quelques brµeves remarques sur l'¶energ¶etique. Il est clair que des
densit¶es d'¶energie doivent être associ¶ees aux densit¶es de polarisation et que le transport de polarisation
doit contribuer au transport d'¶energie. En fait, les bilans d'¶energie dans la matiµere sont complexes
puisqu'ils doivent faire intervenir tout autant les ¶energies associ¶es aux champs et polarisations que
l'¶energie de la matiµere elle même. Des ph¶enomµenes comme l'¶electrostriction, par exemple, (la matiµere
devient plus dense quand on lui applique un champ magn¶etique) ne peuvent être correctement compris
que dans une approche thermodynamique globale.

Nous ne tenterons pas cette approche ici et nous nous contenterons d'¶etablir, µa partir des ¶equations
de Maxwell macroscopiques, une ¶equation ayant une forme similaire au bilan d'¶energie dans le vide
(vecteur de Poynting). Nous postulerons alors l'identi¯cation des di®¶erents termes de cette ¶equation
µa une densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique et µa un vecteur d¶ecrivant le °ux d'¶energie.

Nous proc¶ederons en fait comme on le fait pour les ¶equations de Maxwell dans le vide. A partir
de Maxwell Ampµere, on ¶ecrit:

j =r£H¡ @D
@t

(1.57)

et on en d¶eduit la densit¶e de puissance c¶ed¶ee par les champs aux courants libres, j ¢ E (l'expression
de la force de Lorentz s'exer»cant sur les porteurs libres fait bien sûr intervenir les champs ordinaires).
On a

j ¢ E = E ¢ (r£H)¡E ¢ @D
@t

: (1.58)

En remarquant que:
E ¢ (r£H) = H ¢ (r£E)¡r ¢ (E£H) ; (1.59)

et en utilisant la premiµere ¶equation de Maxwell, on a:

j ¢ E+E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

+r ¢ (E£H) = 0 : (1.60)

Cette ¶equation a exactement la forme de l'¶equation bilan dans le vide. j ¢ E ¶etant la puissance c¶ed¶ee
par le champ aux charge libres et donc aussi la puissance c¶ed¶ee par les g¶en¶erateurs au champ, on peut
interpr¶eter

¦ = E£H (1.61)

comme le vecteur dont le °ux µa travers une surface repr¶esente le transport d'¶energie µa travers cette
surface. Il s'agit donc du vecteur de Poynting dans la matiµere. Finalement, le terme

E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

(1.62)

pourrait être interpr¶et¶e comme la d¶eriv¶ee par rapport au temps de la densit¶e d'¶energie ¶electroma-
gn¶etique. Dans le cas g¶en¶eral, sans connâ³tre le lien entre polarisation et champ, on ne peut pr¶eciser
davantage la densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique. On peut cependant analyser un peu plus en d¶etail
la signi¯cation physique des termes, en particulier ¶electriques. Le premier terme peut en e®et s'¶ecrire

E ¢ @D
@t

=
@

@t
²0
E2

2
+E ¢ @P

@t
: (1.63)

La premiµere d¶eriv¶ee n'est autre que celle de la densit¶e d'¶energie ¶electrostatique ordinaire. Le deuxiµeme
terme peut s'¶ecrire:

E ¢ @P
@t

= E ¢ j` : (1.64)

si on suppose le mat¶eriau d¶epourvu de propri¶et¶es magn¶etiques et donc le courant li¶e seulement
µa la variation temporelle de la polarisation ¶electrique. Il s'agit donc simplement de la puissance
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que le champ fournit µa la matiµere pour changer sa polarisation. Ce changement de polarisation
s'accompagne e®ectivement de courants macroscopiques produits par des forces de Lorentz qui tra-
vaillent. L'interpr¶etation physique de la partie ¶electrique de cette ¶equation bilan est donc trµes claire:
la variation dans le temps de l'¶energie ¶electrique compense la puissance c¶ed¶ee aux courants macro-
scopiques ou aux courants li¶es r¶esultant des changements de polarisation.



Chapitre 2

R¶eponse lin¶eaire

Nous allons pouvoir donner un sens physique aux ¶equations ¶etablies dans le chapitre pr¶ec¶edent en
pr¶ecisant les relations entre les densit¶es de polarisation et les champs. Il parâ³t assez naturel que, dans
la plupart des milieux, les polarisations ¶electriques ou magn¶etiques r¶epondent aux champs appliqu¶es.
De fa»con trµes g¶en¶erale, on doit pouvoir, avec un modµele microscopique du milieu, ¶ecrire les densit¶es
de polarisation en fonction des champs. Si les champs appliqu¶es ne sont pas trop grand, cette relation
est a priori lin¶eaire. Dans la plupart des mat¶eriaux, µa l'exception notable des ferromagn¶etiques et des
ferro¶electriques, les polarisations s'annulent en l'absence de champ. On doit donc pouvoir ¶ecrire une
relation lin¶eaire homogµene entre les polarisations et les champs. Cette relation doit se mettre sous la
forme d'un produit de convolution faisant intervenir la fonction de Green du systµeme, ou encore sa
r¶eponse percussionnelle. Nous retrouverons donc des points du formalisme assez semblables µa ce que
nous avions utilis¶e pour ¶etablir l'expression des potentiels retard¶es dans la troisiµeme partie de ce cours.
Plutôt qu'un produit de convolution, nous pr¶ef¶ererons ¶ecrire de simples relations de proportionnalit¶e
en introduisant les composantes de Fourier des di®¶erentes quantit¶es. Nous d¶e¯nirons alors la notion
de susceptibilit¶e. L'ensemble de ces notions fera la matiµere du premier paragraphe.

Dans le second paragraphe, nous passerons en revue rapidement quelques modµeles microscopiques
de polarisabilit¶e ¶electrique ou magn¶etique. C'est en e®et par un m¶ecanisme de polarisation, comme
celui que nous avons d¶ejµa rencontr¶e pour le modµele de Thomson, que chaque mol¶ecule acquiert un
dipôle sous l'in°uence du champ appliqu¶e.

Si le milieu ¶etait trµes dilu¶e, il n'y aurait aucun problµeme pour exprimer la susceptibilit¶e, quantit¶e
macroscopique, en fonction de la polarisabilit¶e, quantit¶e microscopique. En fait, les choses ne sont
pas aussi simples. Le champ \vu" par chaque mol¶ecule est la somme du champ ext¶erieur, macro-
scopique, et du champ rayonn¶e par les mol¶ecules imm¶ediatement voisines. Ce champ ¶etant un champ
microscopique, il n'est pas convenablement d¶ecrit dans notre formalisme. Nous apprendrons, dans
le troisiµeme paragraphe de ce chapitre, comment on peut contourner cette di±cult¶e et exprimer, au
moyen d'hypothµeses trµes g¶en¶erales et trµes bien v¶eri¯¶ees, les champs \locaux" en fonction des champs
macroscopiques. Nous pourrons alors ¶ecrire simplement les susceptibilit¶es en fonction des polaris-
abilit¶es et de la densit¶e num¶erique du milieu.

Avec ces nouveaux outils, nous reviendrons sur les bilans ¶energ¶etiques dans la matiµere. Nous mon-
trerons en particulier que la partie imaginaire de la susceptibilit¶e d¶ecrit trµes simplement les ¶echanges
d'¶energie entre champ et matiµere. Nous verrons que, dans la plupart des mat¶eriaux, la matiµere ab-
sorbe le champ. Nous montrerons que, µa certaines conditions, un milieu atomique renforce le champ
incident. Nous retrouverons ainsi, de maniµere trµes ¶el¶ementaire, le principe de l'¶emission stimul¶ee, µa la
base du fonctionnement des lasers.

Le dernier paragraphe de ce chapitre sera consacr¶e µa l'¶etablissement des relations de Kramers{
KrÄonig. Nous verrons que la simple causalit¶e (la polarisation ne peut r¶epondre avant l'application du
champ) impose des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires de la susceptibilit¶e, entre
dispersion et absorption. Ces relations sont trµes g¶en¶erales dans la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire ou des
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fonctions de Green et peuvent être appliqu¶ees µa bien d'autres domaines que l'¶electromagn¶etisme dans
la matiµere.

2.1 Susceptibilit¶es

Nous essaierons d'abord d'¶ecrire les relations lin¶eaires les plus g¶en¶erales possibles entre polarisations et
champ. Nous commencerons par formuler quelques hypothµeses raisonnables. Elles ne sont pas toutes
indispensables, mais elles facilitent beaucoup l'algµebre sans beaucoup restreindre la g¶en¶eralit¶e. Nous
supposerons donc que:

² P et j ne d¶ependent que de E. Pour la premiµere hypothµese, nous n¶egligerons les e®ets magn¶etiques
sur la polarisabilit¶e ¶electrique des mol¶ecules. Les vitesses des ¶electrons dans les mol¶ecules, prin-
cipalement responsables de la polarisabilit¶e ¶electrique, sont en e®et faibles par rapport µa la
vitesse de la lumiµere. L'action des forces magn¶etiques est donc bien n¶egligeable. Pour la seconde
hypothµese, nous l'introduisons pour d¶ecrire la conductivit¶e du mat¶eriau. Nous nous pencherons
surtout sur la propagation d'ondes dans les milieux homogµenes, d'oµu les g¶en¶erateurs sont ex-
clus, et oµu les charges ne se mettent en mouvement que sous l'action du champ ¶electrique.
Lµa aussi, nous n¶egligerons l'in°uence des forces magn¶etiques et des ph¶enomµenes tels que la
magn¶etor¶esistance ou l'e®et Hall. Ils ne sont guµere observ¶es que dans les semi{conducteurs, et
pourront être trait¶es en perturbation par rapport µa ce que nous ¶etablirons ici.

² M ne d¶epend que de B. Cette hypothµese est sym¶etrique de la pr¶ec¶edente.

² les densit¶es de quadripôles sont tout µa fait n¶egligeables. Tout milieu pr¶esentant au moins une
polarisabilit¶e ¶electrique dipolaire induite, cette hypothµese est plus que raisonnable.

² toutes les polarisations s'annulent avec le champ qui en est la cause. On n¶eglige donc les
mat¶eriaux oµu apparaissent des polarisations permanentes, ferromagn¶etiques ou ferro¶electriques.
Ces mat¶eriaux pr¶esentant tous de l'hyst¶er¶esis (l'¶etat d¶epend de toute l'histoire du mat¶eriau), ils
ne peuvent être abord¶es dans un cadre simple.

² la relation entre polarisations et champs est locale. La polarisation ne d¶epend que du champ,
pris µa un instant arbitraire, au même endroit. Nous n¶egligerons ph¶enomµenes de transport et
corr¶elations diverses.

² la relation est causale. La polarisation ne d¶epend du champ que dans le pass¶e.

Les relations que nous allons ¶ecrire ayant les mêmes formes pour P; j etM, nous ne les ¶ecrirons
syst¶ematiquement que pour P. Nous voulons une relation lin¶eaire homogµene entre P et E. Elle
peut s'¶ecrire en termes d'une fonction de Green. G(r; t) ¶etant, µa des facteurs dimensionnels prµes, la
polarisation cr¶e¶ee au point r par un champ impulsionnel en t = 0, on pourra ¶ecrire:

P(r; t) =
²0p
2¼

Z 1

¡1
G(r; ¿) ¢ E(t¡ ¿) d¿ : (2.1)

Il n'y a aucune raison a priori pour que P et E aient la même direction. Un mat¶eriau cristallin,
par exemple, ne r¶epond pas de maniµere identique dans les di®¶erentes directions propres de sa maille
cristalline. La fonction de Green G est donc a priori un tenseur de rang 2, qui ne se r¶eduira µa un
scalaire que pour des milieux isotropes. La causalit¶e, pour sa part, implique que G s'annule pour
¿ < 0. On v¶eri¯era d'autre part que, avec les normalisations employ¶ees, G a la dimension d'une
fr¶equence (son int¶egrale sur le temps est sans dimension).
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Cette relation de convolution est d'un maniement di±cile. On peut la transformer en une simple
relation de proportionnalit¶e en introduisant les transform¶ees de Fourier temporelles. En posant

P(r; t) =
1p
2¼

Z
P!(r)e

¡i!t d! (2.2)

et une d¶e¯nition ¶equivalente pour E, on peut ¶ecrire:

P!(r) =
1p
2¼

Z
P(r; t)ei!t dt

=
²0
2¼

Z
G(r; ¿) ¢E(r; t¡ ¿)ei!t dtd¿

=
²0

(2¼)3=2

Z
G(r; ¿) ¢E!(r)ei(!¡!0)tei!0¿ dtd¿d!0 (2.3)

En remarquant alors que: Z
dtei(!¡!

0)t = 2¼±(! ¡ !0) ; (2.4)

on a
P!(r) = ²0Â

e(!; r) ¢E! ; (2.5)

oµu Âe est ¶evidemment la transform¶ee de Fourier de la fonction de Green:

Âe(!; r) =
1p
2¼

Z
G(¿; r)ei!t dt : (2.6)

Nous appellerons Âe la susceptibilit¶e du mat¶eriau. L'exposant e a ¶et¶e ajout¶e pour distinguer plus tard
la susceptibilit¶e ¶electrique de la susceptibilit¶e magn¶etique. C'est une fonction de la fr¶equence, qui
exprime la relation de proportionnalit¶e entre les composantes de fr¶equence de P et de E. C'est aussi
une fonction de la position, si le mat¶eriau n'est pas homogµene. C'est en¯n, comme G, une quantit¶e
tensorielle de rang 2, sans dimensions. On notera µa ce propos que P! et E! ont la dimension d'une
polarisation ou d'un champ ¶electrique multipli¶es par un temps.

Nous consid¶ererons surtout des milieux isotropes. Nous ¶ecrirons donc µa partir de maintenant
Âe comme un simple scalaire Âe. La plupart de nos raisonnements pourraient être g¶en¶eralis¶es au
cas tensoriel par une simple r¶e¶ecriture. Âe est a priori une quantit¶e complexe. La polarisation ne
r¶epondant pas instantan¶ement au champ, il doit exister un d¶ephasage non nul entre leurs composantes
de Fourier. Nous aurons souvent µa distinguer les parties r¶eelles et imaginaires et ¶ecrirons donc Âe sous
la forme:

Âe = Âe
0
+ iÂe

00
; (2.7)

oµu Âe
0
et Âe

00
sont des quantit¶es r¶eelles.

Ce que nous venons de faire pour P, nous pouvons aussi le faire pour M et introduire une
susceptibilit¶e magn¶etique Âm d¶e¯nie par:

M! =
Âm(r; !)

¹0
B! : (2.8)

avec ces notations, la susceptibilit¶e magn¶etique est elle aussi sans dimensions. En¯n, nous pouvons
introduire une conductivit¶e µa la fr¶equence ! en posant:

j! = ¾!(r)E! : (2.9)

Notons qu'µa la di®¶erence des pr¶ec¶edentes, cette quantit¶e n'est pas sans dimensions. Pour des raisons
principalement historiques, on ¶ecrit une conductivit¶e plutôt qu'un susceptibilit¶e µa proprement parler.
Notons que cette d¶e¯nition peut être associ¶ee µa l'¶equation de conservation de la charge ¶ecrite en termes
des composantes de Fourier:

i!½! =r ¢ j! : (2.10)

Nous pouvons ainsi d¶eterminer aussi la densit¶e de charges libres en fonction du champ ¶electrique.
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2.2 Polarisabilit¶e ¶electrique

De maniµere ¶evidente, si ces relations de susceptibilit¶es existent, c'est que chaque mol¶ecule du mi-
lieu prend un petit moment dipolaire magn¶etique sous l'in°uence du champ magn¶etique et un petit
moment dipolaire ¶electrique sous l'in°uence du champ ¶electrique. On doit donc pouvoir d¶eduire les
susceptibilit¶es d'un modµele microscopique. Nous allons nous employer, dans ce paragraphe et le suiv-
ant, µa passer rapidement en revue des modµeles microscopiques de polarisabilit¶e. Nous attendrons le
dernier chapitre de cette partie pour donner un modµele de conductivit¶e, plus ph¶enom¶enologique que
physique. Nous commencerons donc par la polarisabilit¶e ¶electrique. Nous chercherons donc µa ¶ecrire le
dipôle moyen pris par une mol¶ecule pm sous l'in°uence d'un champ ¶electrique Em sous la forme:

pm = ²0®
e
mEm : (2.11)

Nous noterons le champ Em. Il s'agit en e®et du champ microscopique vu par la mol¶ecule, non
du champ macroscopique qui intervient dans les ¶equations de Maxwell moyenn¶ees. Notons aussi
qu'il s'agit d'une r¶eponse moyenne. Dans les susceptibilit¶es n'apparaissent que des quantit¶es macro-
scopiques, moyenn¶ees sur un grand nombre de mol¶ecules. Nous pourrons par exemple recourir µa la
thermodynamique pour ¶ecrire des moyennes d'ensemble sur un trµes grand nombre de mol¶ecules sous
l'action conjointe du champ appliqu¶e et de l'agitation thermique. La polarisabilit¶e peut se pr¶esenter
sous deux formes: polarisabilit¶e induite ou d'orientation.

2.2.1 Polarisabilit¶e induite

Les atomes ou les mol¶ecules plong¶es dans un champ ¶electrique oscillant acquiµerent un moment dipolaire
induit. Le modµele le plus simple est donn¶e par le modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e,
dont nous avons ¶etabli la surprenante validit¶e dans le domaine quantique. On se reportera donc µa la
quatriµeme partie pour l'expression de la polarisabilit¶e ®i associ¶ee.

2.2.2 Polarisablilit¶e d'orientation

En plus de la polarisabilit¶e induite, certaines mol¶ecules pr¶esentent un moment dipolaire permanent
(interdit en revanche pour les atomes). C'est par exemple le cas pour les mol¶ecules des solvants polaires
comme l'eau, l'ammoniaque ou HCl. En l'absence de champ appliqu¶e, les orientations des dipôles sont
al¶eatoires. En moyenne, il n'existe pas de polarisation 1. Sous l'in°uence d'un champ ¶electrique et de
la relaxation, les dipôles du milieu vont tendre µa s'aligner avec le champ. Il apparâ³tra donc un dipôle
induit, proportionnel au champ si celui-ci n'est pas trop rapide.

Il est ¶evident que, pour un champ harmonique, le dipôle mol¶eculaire moyen ne pourra pas suivre
le champ ¶electrique s'il oscille µa trop haute fr¶equence. Il faut que la p¶eriode du champ soit plus
longue que le temps de relaxation caract¶eristique du milieu, c'est µa dire le temps pour qu'un dipôle, en
moyenne revienne µa l'¶equilibre thermodynamique. Ce temps de relaxation est en g¶en¶eral trµes court,
de l'ordre du temps entre collisions dans les liquides, donc inf¶erieur µa la picoseconde. La polarisation
a donc le temps de s'¶etablir dµes que la champ a une longueur d'onde sup¶erieure µa celles de l'infrarouge
proche. On peut alors se contenter d'un modµele statique, que nous allons d¶etailler plus loin. A trµes
haute fr¶equence, la mol¶ecule ne r¶epond pratiquement plus (en moyenne statistique) au champ appliqu¶e
et la polarisabilit¶e s'annule. Entre les deux r¶egimes, c'est µa dire dans le visible et proche infrarouge,
on a une situation plus complexe oµu le module et la phase de la polarisabilit¶e (qui est ¶evidemment
une quantit¶e complexe) ¶evoluent rapidement.

Nous allons maintenant calculer la polarisabilit¶e statique (ou basse fr¶equence) d'un ensemble de
mol¶ecules polaires. Nous traiterons le problµeme sans recourir µa la m¶ecanique quantique, ce qui serait

1Dans les mat¶eriaux ferro¶electriques, les dipôles sont associ¶es µa une d¶eformation permanente de la maille cristalline, et
il peut apparâ³tre une polarisation en l'absence de champ appliqu¶e. Nous avons explicitement exclu ce type de mat¶eriau
de notre ¶etude
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Figure 2.1: Dipôle moyen en fonction du paramµetre xi.

indispensable pour une approche rigoureuse. Le dipôle ¶electrique, en projection sur un axe, est une
quantit¶e quanti¯¶ee. Nous verrons, pour la polarisation d'orientation magn¶etique, comment tenir
compte en principe de cette quanti¯cation. Elle ne modi¯e pas l'aspect qualitatif des choses et n'altµere
qu'un facteur num¶erique proche de l'unit¶e portant sur la polarisabilit¶e. Pour une discussion qualitative,
nous pourrons donc nous contenter d'une approche classique.

Il est ¶evident par sym¶etrie que le dipôle est align¶e avec le champ, que nous prendrons selon Oz.
Si p0 est le module du dipôle mol¶eculaire permanent, l'¶energie d'interaction d'une mol¶ecule dont l'axe
(et donc le dipôle) font un angle µ avec l'axe Oz est simplement H = ¡p0Em cos µ. On peut alors
utiliser la statistique de Boltzmann pour calculer la composante selon z du dipôle moyen:

p = p0

Z
1

Z
e¡¯H cos µ ; (2.12)

avec ¯ = 1=kT . Z est la fonction de partition. L'int¶egrale porte sur toutes les con¯gurations possibles,
c'est µa dire sur tous les angles µ; Á des coordonn¶ees sph¶eriques. L'int¶egration sur Á est un simple facteur
2¼, absorb¶e par un facteur identique dans la fonction de partition. On a donc:

p = p0

R
sin µ dµ cos µ exp(p0Em cos µ=kT )R
sin µ dµ exp(p0E cos µ=kT )

: (2.13)

Ces int¶egrales se calculent de fa»con triviale. En posant

» =
p0Em
kT

; (2.14)

rapport de l'¶energie du dipôle dans le champ µa l'¶energie thermique moyenne, on trouve:

p = p0

µ
coth » ¡ 1

»

¶
: (2.15)

La fonction coth » ¡ 1
» est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 2.1 La relation que nous obtenons ainsi est non

lin¶eaire. Pour des trµes grands champs, tels que l'¶energie du dipôle dans le champ soit beaucoup plus
grande que l'¶energie thermique, le dipôle moyen sature µa une valeur p0. En fait toutes les polarisabilit¶es
d'orientation pr¶esentent cette saturation triviale quand toutes les mol¶ecules du milieu sont align¶ees.
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Nous ne trouverons de polarisabilit¶e lin¶eaire qu'en allant dans le domaine des tout petits champs
¶electriques. Si » ¿ 1, nous pouvons en e®et faire un d¶eveloppement limit¶e en puissances de ». Aprµes
quelques manipulations alg¶ebriques ¶el¶ementaires, on trouvera:

p = p0
»

3
; (2.16)

et donc une polarisabilit¶e d'orientation:

®o =
p20

3²0kT
; (2.17)

homogµene µa un volume comme il se doit. L'hypothµese de champ faible n'est pas trop contraignante.
Si nous prenons un dipôle de l'ordre de 3 debyes, 10¡29 Cm, dipôle trµes grand par rapport aux
dipôles mol¶eculaires ordinaires, la limite des champs faibles correspond µa Em ¿ 109 V/m. Pour de
tels champs, la plupart des mat¶eriaux ont d¶ejµa donn¶e lieu µa un claquage (les rigidit¶es di¶electriques
typiques des mat¶eriaux les plus r¶esistants, comme le T¶e°on, sont de quelques dizaines de kV/mm, ou
107 V/m)!

Comparons, en ordres de grandeur, la polarisabilit¶e d'orientation µa la polarisabilit¶e induite du
modµele de Thomson. En posant l'ordre de grandeur de p0 = a0e oµu e est la charge ¶el¶ementaire et a0
le rayon de Bohr, on pourra ¶ecrire:

®0 ' a20e
2

3²0kT
=

e2

8¼²0a0

1

kT

8¼

3
a30 : (2.18)

Dans la premiµere fraction du membre de droite, on reconnâ³t l'¶energie de liaison atomique, de l'ordre
de la constante de Rydberg R. Le dernier terme est de l'ordre du volume de la mol¶ecule, qui est
pr¶ecis¶ement l'ordre de grandeur de la polarisabilit¶e induite ®i dans la limite statique, qui s'applique
largement ici. On a donc ¯nalement:

®o
®i
=
R

kT
' 103 : (2.19)

Pour toute temp¶erature r¶ealiste, la polarisabilit¶e d'orientation domine largement la polarisabilit¶e in-
duite. Celle-ci ne jouera donc de rôle que pour les mol¶ecules non polaires, ou µa trµes haute fr¶equence.
Dans ce cas la polarisabilit¶e d'orientation est pratiquement nulle. La polarisabilit¶e induite, qui met en
jeu des constantes de temps atomiques et non des constantes de temps de thermalisation, peut encore
être importante.

2.3 Polarisabilit¶es magn¶etiques

Nous chercherons ici µa ¶ecrire le moment magn¶etique mol¶eculaire moyen en fonction du champ appliqu¶e,
sous la forme:

m =
®m

¹0
Bm : (2.20)

Avec ces notations, ®m a bien la dimension d'un volume. Lµa aussi Bm est le champ \vu" par la
mol¶ecule m qu'il nous faudra d¶eterminer en fonction des champs macroscopiques.

2.3.1 Diamagn¶etisme

Modµele classique

La premiµere source de polarisabilit¶e magn¶etique est une polarisabilit¶e induite que pr¶esentent toutes
les mol¶ecules ou atomes n'ayant pas de dipôle magn¶etique permanent. Pour comprendre l'origine
de cette polarisabilit¶e, nous consid¶ererons un modµele atomique trµes simple. Un atome est constitu¶e
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de deux ¶electrons orbitant autour du noyau sur une orbite de rayon r, perpendiculaire µa l'axe Oz,
parcourue en sens inverse par les deux ¶electrons. Si nous ne consid¶erions qu'un ¶electron (atome
d'hydrogµene), nous aurions un moment magn¶etique orbital permanent. Avec ce modµele trµes naÄ³f (il
n¶eglige l'interaction coulombienne entre les deux ¶electrons) de l'atome d'h¶elium, on n'a pas de moment
magn¶etique permanent parce que les moments associ¶es aux deux ¶electrons se compensent exactement.

Appliquons µa cet atome un champ magn¶etique uniforme, statique, Bm dirig¶e selon Oz. Ce champ
doit crô³tre, lentement µa l'¶echelle des temps atomiques, depuis la valeur nulle. Comme tout champ
magn¶etique variable, il g¶enµere un champ ¶electrique. Celui-ci est visiblement, en coordonn¶ees cylin-
driques, dirig¶e selon uµ: il tourne autour de l'axe. Ce champ ¶electrique va donc ralentir un des ¶electrons
et acc¶el¶erer l'autre. Il va, en un mot, briser la compensation des moments magn¶etiques orbitaux et
faire apparâ³tre un moment magn¶etique induit 2.

Pr¶ecisons cet argument. Le potentiel vecteur A s'¶ecrit, toujours en coordonn¶ees cylindriques:

A =
1

2
B(t)ruµ ; (2.21)

oµu B(t) est le module instantan¶e du champ, passant adiabatiquement de 0 µa Bm. Le champ ¶electro-
moteur s'¶ecrit donc:

E = ¡1
2
r
dB

dt
uµ : (2.22)

En supposant, ce qui est une excellente approximation, que l'orbite des ¶electrons reste invariante et
que seul le module de la vitesse de l'¶electron change, on trouve que cette modi¯cation de vitesse est
(pour l'¶electron tournant dans le sens direct autour de B):

¢v = ¡ q

2m
r

Z
dB

dt
; (2.23)

l'int¶egrale portant sur toute la phase de variation du champ magn¶etique et q ¶etant la charge (n¶egative)
de l'¶electron. On a donc:

¢v = ¡qBm
2m

r ; (2.24)

ind¶ependamment de la loi de variation de B. Il s'agit donc d'un r¶esultat universel. L'autre ¶electron
a ¶evidemment une variation de vitesse oppos¶ee. Il en r¶esulte une variation des moments magn¶etiques
associ¶es aux deux ¶electrons et un moment magn¶etique global:

m = ¡q
2r2

4m
Bm : (2.25)

On en d¶eduit la polarisabilit¶e diamagn¶etique:

®md = ¡
q2¹0
4m

X
i

r2i ; (2.26)

oµu la somme est µa ¶etendre µa tous les ¶electrons (au moins deux) de l'atome.
Nous avons bien une polarisabilit¶e lin¶eaire. Elle a ¶et¶e calcul¶ee ici pour un champ statique. Les

constantes de temps de mise µa l'¶equilibre des orbitales atomiques ¶etant dans le domaine optique, cette
expression de la polarisabilit¶e diamagn¶etique doit rester valable jusqu'µa des fr¶equences trµes ¶elev¶ees. La
polarisabilit¶e diamagn¶etique est n¶egative. Le moment induit est oppos¶e au champ magn¶etique. Cela
implique qu'une telle mol¶ecule aura, pour minimiser l'¶energie, tendance µa fuir les r¶egions de champs
forts. C'est e®ectivement le comportement des substances diamagn¶etiques, domin¶ees par ce type de
polarisabilit¶e.

2La variation de vitesse des ¶electrons lors du branchement du champ magn¶etique est souvent appel¶ee \e®et b¶etatron"
en r¶ef¶erence µa l'un des premiers acc¶el¶erateurs de particules. On utilisait un champ magn¶etique croissant pour acc¶el¶erer
des ¶electrons orbitant dans ce champ. L'¶energie ¯nale ¶etant limit¶ee par le champ maximal, les performances ¶etaient plus
que limit¶ees et le principe fut rapidement abandonn¶e
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Modµele quantique

Le modµele trµes naÄ³f du paragraphe pr¶ec¶edent ne peut nous satisfaire. Pour essayer de pr¶eciser les
choses, nous allons nous pencher sur un atome µa un ¶electron plong¶e dans un champ magn¶etique. Nous
essaierons de calculer le dipôle magn¶etique induit.

Le hamiltonien de l'atome dans le champ est, comme nous l'avons d¶ejµa vu dans la partie pr¶ec¶edente:

H =
(P¡ qA)2

2m
+ V (R) ; (2.27)

oµu P et R sont les op¶erateurs position et impulsion, et A le potentiel vecteur, d¶ependant de R. V est
simplement le potentiel coulombien. Le moment magn¶etique peut s'¶ecrire:

m =
q

2
R£ v ; (2.28)

oµu v est l'op¶erateur vitesse, qui s'¶ecrit, comme en m¶ecanique analytique classique:

v =
P¡ qA
m

: (2.29)

En notant que R£P = L est le moment cin¶etique, on a donc:

m =
q

2m
[L¡ qR£A] : (2.30)

Evaluons la valeur moyenne de cet op¶erateur dans l'¶etat fondamental j1Si du hamiltonien libre (L = 0).
C'est bien sûr une valeur moyenne quantique qu'il faudra injecter dans nos ¶equations de Maxwell
macroscopiques. Cet ¶etat est sans moment angulaire moyen et donc sans dipôle magn¶etique permanent
(ce qui ne serait pas le cas d'un niveau P , par exemple). Il ne reste donc que la moyenne du terme en
A. En utilisant une des expressions possibles du potentiel vecteur d'un champ uniforme ( 12B£R et
en notant que le champ magn¶etique, uniforme, n'est pas un op¶erateur, nous trouverons:

hmi = ¡ q
2

4m
h1Sjr2B¡ (R:B)Rj1Si : (2.31)

B ¶etant align¶e avecOz, cette expression se transforme instantan¶ement en remarquant que h1SjZX j1Si =
h1SjZY j1Si = 0:

hmi = ¡q
2B

4m
h1SjX2 + Y 2j1Si : (2.32)

On retrouve donc exactement, de maniµere assez surprenante, l'expression r¶esultant du modµele naÄ³f,
oµu il su±t de remplacer r2 par la valeur moyenne de X2 + Y 2. Encore une fois, les modµeles les plus
simples se trouvent con¯rm¶es par une approche complµetement quantique.

2.3.2 Paramagn¶etisme

Consid¶erons maintenant le cas d'atomes ou de mol¶ecules portant un dipôle magn¶etique permanent (si
des consid¶erations d'invariance par renversement du sens du temps empêchent les atomes de poss¶eder
un moment dipolaire ¶electrique permanent, ils peuvent porter un moment magn¶etique). Les mol¶ecules
ayant un tel moment dipolaire, appel¶ees paramagn¶etiques, ont en g¶en¶eral un ¶electron solitaire, non
appari¶e sur son orbitale. C'est par exemple le cas de l'oxygµene mol¶eculaire, qui, sous sa forme liquide,
est fortement attir¶e vers les zones de champs magn¶etiques forts. Comme pour les dipôles ¶electriques,
il doit exister une polarisabilit¶e magn¶etique, positive, r¶esultant de la comp¶etition entre l'alignement
des dipôles dans le champ magn¶etique et l'agitation thermique.

Si nous consid¶erons le dipôle magn¶etique comme une quantit¶e classique dont la projection sur un
axe n'est pas quanti¯¶ee, nous pouvons traiter le problµeme par la statistique classique. La d¶emarche est
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absolument identique µa celle utilis¶ee pour la polarisabilit¶e ¶electrique d'orientation et nous ne donnons
que le r¶esultat ¯nal. En posant:

» =
m0Bm
kT

; (2.33)

oµu m0 est le module du dipôle mol¶eculaire, on obtient:

m = m0

∙
coth » ¡ 1

»

¸
; (2.34)

dont le d¶eveloppement pour des champs magn¶etiques faibles donne une polarisabilit¶e d'orientation:

®mo =
¹0m

2
0

3kT
: (2.35)

Comme il se devait, nous trouvons une polarisabilit¶e positive. L'approximation de champs faibles
est bien v¶eri¯¶ee pour tous les champs exp¶erimentalement possibles et des temp¶eratures voisines de
l'ambiante. En e®et, l'amplitude typique des dipôles magn¶etiques ¶electroniques est le magn¶eton de
Bohr, 14 GHz par Tesla en unit¶es de fr¶equence (on exprime un moment magn¶etique en unit¶es de
fr¶equence en ¶ecrivant mB = hº). Une ¶energie thermique correspond, en fr¶equence, µa une trentaine
de THz. Les ¶energies magn¶etiques sont donc bien n¶egligeables par rapport µa l'agitation thermique.
Notons que le magn¶etisme nucl¶eaire, dû µa l'orientation des moments magn¶etiques des noyaux, est
encore plus faible, le moment magn¶etique d'un noyau ¶etant typiquement 2000 fois plus faible que
celui d'un ¶electron. Bien sûr, ces ordres de grandeur ne tiennent que si on n¶eglige les interactions
entre moments magn¶etiques voisins par rapport au champ ext¶erieur. En fait, dans les mat¶eriaux
ferromagn¶etiques, une interaction d'origine purement quantique entre moments voisins peut, µa une
temp¶erature su±samment basse, aligner tous les spins du milieu et cr¶eer une aimantation intense. Lµa
encore, nous ne nous pr¶eoccuperons pas de ce type de substance.

Comparons µa ce point les ordres de grandeur des polarisabilit¶es paramagn¶etiques et diamagn¶etiques,
®o et ®d. On a:

®o
®d
=
¹0m

2
0=3kT

q2a20¹0=4m
: (2.36)

En remarquant que l'ordre de grandeur du moment magn¶etique permanent est

m0 ' qc®a0 ; (2.37)

puisqu'il correspond µa un ¶electron sur une orbite de taille a0 parcourue µa la vitesse ®c, oµu ® est encore
une fois la constante de structure ¯ne. On a donc ¯nalement:

®o
®d
' c2®2m

kT
' R

kT
: (2.38)

Comme dans le cas ¶electrique, le rapport des polarisabilit¶es d'orientation et induite est de l'ordre
de l'¶energie de liaison atomique divis¶ee par l'¶energie thermique. On comprend donc bien que les
susceptibilit¶es paramagn¶etiques soient typiquement mille fois plus grandes que les susceptibilit¶es dia-
magn¶etiques.

Cette approche classique, comme pour le dipôle ¶electrique, est a priori insu±sante. En e®et, le
moment magn¶etique est, en m¶ecanique quantique, µa l'instar de toutes les observables vectorielles,
proportionnel au moment cin¶etique. Sa projection sur l'axe Oz est donc quanti¯¶ee. Pour simpli¯er
le calcul, nous supposerons que le moment angulaire de notre atome est de 1

2 . L'¶energie d'interaction
magn¶etique ne peut alors prendre que deux valeurs, !mIz, oµu Iz = §¹h=2 est la projection sur z
du moment cin¶etique atomique et !m = gBm est la fr¶equence de Larmor, g ¶etant le coe±cient de
proportionnalit¶e entre le moment magn¶etique et le moment cin¶etique, appel¶e rapport gyromagn¶etique.
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Comme seulement deux niveaux d'¶energie sont accessibles, on peut ¶ecrire explicitement les probabilit¶es
d'occupation de ces niveaux:

n§ =
exp(§¹h!m=2kT )
2 cosh ¹h!m=2kT

: (2.39)

L'aimantation moyenne est donn¶ee simplement par m = (n+ ¡ n¡)g¹h=2. On trouve donc:

m =
g¹h

2
tanh

¹h!m
2kT

: (2.40)

En d¶eveloppant cette expression pour des champs magn¶etiques faibles, on trouve la polarisabilit¶e
quantique d'orientation:

®mo;q =
¹0¹h

2g2

4kT
: (2.41)

A la d¶e¯nition prµes de la valeur du moment magn¶etique (m0 = g¹h=2), cette expression ne di®µere du
r¶esultat classique que par un pr¶efacteur num¶erique proche de l'unit¶e. L'essentiel de la physique est
donc contenu dans l'expression classique. Nous laissons au lecteur le soin d'¶etablir l'expression de la
polarisabilit¶e pour un spin quelconque. Comme l'indique le principe de correspondance, on retrouvera
l'expression classique dans la limite des trµes grands spins.

Notons encore une fois que nous n'avons ¶etabli que les expression statiques des polarisabilit¶es.
Elles sont cependant valables tant que la p¶eriode des champs est longue par rapport aux constantes
de temps d'atteinte de l'¶equilibre thermodynamique.

2.4 Lien entre polarisabilit¶e et susceptibilit¶e

Nous savons maintenant exprimer la polarisation des mol¶ecules en fonction du champ \per»cu" par
chaque mol¶ecule, Em ou Bm. Si le milieu ¶etait trµes peu dense, l'in°uence des mol¶ecules voisines serait
n¶egligeable et le champ vu par la mol¶ecule serait sensiblement identique au champ macroscopique. La
polarisation par unit¶e de volume serait alors simplement le produit du moment dipolaire de chaque
mol¶ecule par la densit¶e num¶erique de mol¶ecules (nombre de mol¶ecules par unit¶e de volume). On aurait,
pour la polarisation ¶electrique, P = Npm = N²0®

eEm. La susceptibilit¶e serait alors simplement:

Âe = N®e ; (2.42)

manifestement sans dimension. Toutes les quantit¶es ¶ecrites ci dessus se r¶efµerent bien sûr µa des com-
posantes monochromatiques. Pour all¶eger les ¶ecritures, nous n¶egligerons souvent d'¶ecrire explicitement
les indices !.

Si le calcul qui pr¶ecµede est correct pour des mat¶eriaux trµes dilu¶es (les gaz par exemple), il ne
s'applique pas dans la matiµere dense. En e®et, dans ce cas, la mol¶ecule \voit" un champ qui est
la somme d'une composante moyenne, proche du champ macroscopique, et du champ des mol¶ecules
les plus proches. Ce champ est un champ microscopique, qu'il nous faudra repr¶esenter correctement
pour obtenir la susceptibilit¶e. Nous allons en fait, dans les deux prochains paragraphes, nous em-
ployer µa montrer qu'il existe une relation lin¶eaire entre le champ \vu" par la mol¶ecule et le champ
macroscopique. Munis de cette relation, nous pourrons alors ¶evaluer les susceptibilit¶es en fonction
des polarisabilit¶es. Les cas ¶electriques et magn¶etiques ¶etant l¶egµerement di®¶erents, nous les traiterons
s¶epar¶ement.

2.4.1 Cas ¶electrique

Le problµeme est donc de d¶eterminer le champ \vrai", microscopique, \vu" par la particule m. Il
s'agit d'un champ local, calcul¶e au point pr¶ecis oµu se trouve cette mol¶ecule, rm. Ce champ doit in-
clure le champ des sources macroscopiques et aussi le champ cr¶e¶e par toutes les particules du milieu
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µa l'exception toutefois de la particule m elle{même, qui ne peut contribuer µa sa propre polarisation.
Nous voyons poindre ici une di®¶erence importante avec le champ macroscopique, qui inclut les con-
tributions de toutes les mol¶ecules y compris m et qui doit être ¶evalu¶e µa un point quelconque du
milieu.

Dans le champ Em, on peut distinguer deux types de contributions. D'abord celles des particules
\lointaines", situ¶ees µa une distance au moins de s0, et ensuite la contribution des mol¶ecules \proches".
Pour distinguer clairement entre ces deux contributions, nous isolerons les particules contenues dans
une sphµere de rayon voisin de s0 centr¶ee sur la mol¶ecule m. Il nous faut choisir une sphµere pour
respecter l'isotropie du systµeme. Nous ¶ecrirons alors:

Em = En +Ef ; (2.43)

oµu l'indice n d¶esigne la contribution des mol¶ecules proches et l'indice f celle des particules lointaines
et des sources macroscopiques.

La contribution Ef des sources lointaines ne pose aucun problµeme. Elle est essentiellement con-
stante sur l'ensemble du volume de la sphµere. Pour calculer la contribution En, nous pouvons d'abord
n¶egliger les ph¶enomµenes de propagation et raisonner comme en ¶electrostatique. Nous sommes en e®et,
comme s0 est beaucoup plus petit que la longueur d'onde (nous ne nous pr¶eoccupons bien sûr que
d'une composante de fr¶equence), dans le domaine des champs proches, oµu le champ du dipôle est
essentiellement le champ ¶electrostatique. Bien sûr, la propagation devra être incluse soigneusement
dans la contribution des mol¶ecules lointaines. En est donc la somme de tous les champs de tous les
dipôles mol¶eculaires autre que m. L'¶echelle s0 ¶etant trµes grande par rapport aux distances inter-
atomiques, nous avons un trµes grand nombre de particules dans notre sphµere. Nous ne ferons pas une
trop grande erreur en calculant le champ En comme si toutes les mol¶ecules dans la sphµere avaient
toutes le même dipôle, ¶egal au dipôle moyen µa cet endroit, ¶egal donc au dipôle que prendra la mol¶ecule
m dans le champ total. L'op¶eration rigoureuse serait de prendre les dipôles individuels et de moyenner
les champs produits. Nous pr¶ef¶erons ici prendre le dipôle moyen et ¶evaluer le champ produit.

Nous noterons donc ´(½) le champ produit au point rm par un dipôle moyen situ¶e au point rm+½
(il est ¶evident que ce champ ne d¶epend que de la distance relative de notre dipôle source et de la
mol¶ecule de r¶ef¶erence). Nous pouvons, en nous fondant sur le trµes grand nombre de particules dans
la sphµere, calculer le champ En par un argument statistique: c'est essentiellement l'int¶egrale sur la
sphµere du champ produit par une particule en ½ pond¶er¶e par la densit¶e de probabilit¶e Pc(½) de trouver
une particule en ce point:

En =

Z
Pc(½)´(½) d3½ : (2.44)

On prendra garde, dans cette expression, µa ce que Pc est la densit¶e de probabilit¶e conditionnelle de
trouver une particule µa la position ½ par rapport au centre de la sphµere en sachant qu'il y a une
mol¶ecule au centre de la sphµere (m). Cette probabilit¶e est manifestement di®¶erente de celle de trouver
une particule en un point quelconque de l'espace. Il est en particulier ¶evident que Pc sera nulle si la
distance ½ est plus petite que la \taille" des mol¶ecules. Finalement, le champ \vu" par la mol¶ecule m
s'¶ecrira:

Em = Ef +

Z
Pc(½)´(½) d3½ : (2.45)

Nous pouvons tenir le même genre de raisonnement pour r¶e¶evaluer le champ macroscopique. On
distinguera aussi, pour le champ cr¶e¶e dans la sphµere, la contribution des mol¶ecules lointaines et des
mol¶ecules proches. La contribution lointaine, Ef , est manifestement la même qu'auparavant. La
di®¶erence essentielle est que nous devons estimer ce champ µa un point arbitraire dans la sphµere. La
contribution des mol¶ecules proches peut dans ce cas s'¶ecrire:Z

P(½)´(½) d3½ ; (2.46)
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en faisant intervenir cette fois la densit¶e de probabilit¶e P de trouver une mol¶ecule en un point arbitraire
de la sphµere (essentiellement la densit¶e num¶erique pour un mat¶eriau homogµene). En d'autres termes,
pour estimer le champ vu par la mol¶eculem, il nous faut exclure le champ de cette mol¶ecule elle-même,
ce qui revient µa ne consid¶erer que la densit¶e de probabilit¶e conditionnelle, qui exclut explicitement le
fait qu'une autre mol¶ecule puisse se trouver au centre de la sphµere. Pour le champ ordinaire, on prend
toutes les mol¶ecules, y compris m, et on n'exclut pas la probabilit¶e qu'une mol¶ecule se trouve au point
d'observation. On aura donc:

E = Ef +

Z
P(½)´(½) d3½ : (2.47)

En rapprochant les ¶equations (2.45) et (2.47), nous voyons qu'on peut ¶ecrire le champ \vu" par la
mOl¶ecule en fonction du champ macroscopique et d'une di®¶erence d'int¶egrales qui reste µa ¶evaluer:

Em = E+

Z
(Pc(½)¡ P(½))´(½) d3½ : (2.48)

Evaluons d'abord l'int¶egrale sur P . Pour un milieu isotrope, homogµene µa l'¶echelle macroscopique,
P est µa peu prµes uniforme et ¶egale µa la densit¶e num¶erique N du milieu. L'int¶egrale de cette quantit¶e
est donc essentiellement le champ ¶electrique cr¶e¶e par une sphµere uniform¶ement polaris¶ee, avec une
polarisation pr¶ecis¶ement ¶egale µa la polarisation macroscopique P (puisque chaque mol¶ecule de la
sphµere a le dipôle moyen). Le calcul de ce champ est un exercice d'¶electrostatique classique. On
peut par exemple mod¶eliser la situation par deux sphµeres uniform¶ement charg¶ees en volume, d¶ecal¶ees
spatialement d'une quantit¶e trµes petite par rapport µa leur rayon. On trouve alors que le champ
int¶erieur est uniforme, avec une valeur

¡ P

3²0
: (2.49)

Examinons maintenant l'int¶egrale sur Pc. Consid¶erons d'abord le cas d'un milieu dense et d¶esor-
donn¶e comme un liquide. Pc doit alors avoir une sym¶etrie sph¶erique par rapport µa l'origine. Elle est
certainement nulle µa l'origine (les mol¶ecules ne peuvent s'interp¶en¶etrer). Elle doit ensuite crô³tre et
atteindre un maximum pour des distances de l'ordre de la distance intermol¶eculaire moyenne. On est en
gros sûr de trouver une mol¶ecule µa une distance moyenne d'une mol¶ecule donn¶ee. Le comportement
ensuite peut être complexe, mais, dans tous les cas, la probabilit¶e conditionnelle tend rapidement
vers la densit¶e num¶erique. Au bout de quelques distances moyennes, les corr¶elations de position
s'e®acent dans les liquides et la probabilit¶e conditionnelle tend vers la probabilit¶e simple. L'int¶egrale
sur Pc est donc essentiellement le champ cr¶e¶e en son centre par une distribution de polarisation µa
sym¶etrie sph¶erique, pratiquement uniforme sauf un \trou" au voisinage du centre. Une application
¶el¶ementaire du principe de superposition implique que ce champ est la somme des champs de deux
sphµeres concentriques de polarisation oppos¶ees. Il est donc tout simplement nul.

Examinons maintenant le cas d'une structure cristalline. Consid¶erons une structure cubique. Pour
calculer le champ des plus proches voisins, nous avons µa sommer 6 champs de dipôles, tous identiques,
situ¶es en §a sur chacun des axes, a ¶etant la maille cristalline. Supposons, pour simpli¯er, que tous les
dipôles soient align¶es avec Oz. Les quatre dipôles sur Ox et Oy contribuent µa un champ antiparallµele
µa Oz, de module moiti¶e et de direction oppos¶ee au champ produit par les dipôles selon Oz. Le champ
r¶esultant est donc strictement nul. En fait, pour toutes orientations des dipôles et toute structure
cristalline, le champ r¶esultant de l'int¶egrale sur Pc sera nul. On a donc, ¯nalement:

Em = E+
P

3²0
: (2.50)

Le dipôle moyen sera donc:
pm = ²0®

eEm : (2.51)

La densit¶e macroscopique de polarisation s'¶ecrit:

P = Npm = ²0Â
eE : (2.52)
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En rapprochant ces ¶equations, on trouve en¯n l'expression de la susceptibilit¶e en fonction des polar-
isabilit¶es:

Âe =
N®e

1¡N®e=3 ; (2.53)

expression valable quelle que soit la nature physique de la polarisabilit¶e. Ce calcul a ¶et¶e ¶etabli pour
la premiµere fois en ¶electrostatique par Clausius et Mosotti, et repris en r¶egime quelconque, ind¶epen-
damment, par Lorentz et Lorenz.

Pour des densit¶es trµes faibles, on peut n¶egliger le terme correctif au d¶enominateur et on trouve bien
une susceptibilit¶e N®. En revanche, pour des milieux denses et des polarisabilit¶es ¶elev¶ees, le terme
correctif augmente la susceptibilit¶e par rapport µa l'extrapolation de celle d'un milieu dilu¶e. Le champ
cr¶e¶e par les mol¶ecules polaris¶ees par le champ tend µa renforcer cette polarisation. On peut estimer
l'ordre de grandeur de cet e®et. Les polarisabilit¶es moyennes sont de l'ordre de a30 (au voisinage des
basses fr¶equences), les densit¶es de quelques dixiµemes de mol¶ecule par a30 dans les milieux les plus
denses. Le terme correctif est donc au plus de quelques dizaines de pour cent.

A priori toutefois, rien n'empêche qu'un milieu atteigne une densit¶e telle que N® = 3. La sus-
ceptibilit¶e devrait alors diverger, les mol¶ecules s'orientant toutes seules sous l'in°uence de leur propre
champ. Les mat¶eriaux ferro¶electriques pr¶esentent ce genre de comportement, mais uniquement µa
fr¶equence nulle. On ne connâ³t aucun mat¶eriau qui puisse acqu¶erir spontan¶ement une polarisation
alternative (h¶elas). On pourrait imaginer remplir ces conditions, par exemple, en partant d'un gaz
peu dense et en l'examinant au voisinage d'une fr¶equence de r¶esonance, par exemple de la vapeur de
sodium sur la raie jaune. La polarisabilit¶e d'un atome isol¶e est trµes grande, et on atteindrait facilement
le seuil fatidique. En fait, ce type de raisonnement pêche en utilisant la polarisabilit¶e d'un atome isol¶e.
Quand la densit¶e est grande, les atomes voisins se perturbent, par des interactions de van der Waals,
par exemple, et leur polarisabilit¶e diminue (une fa»con de le voir est que la largeur des raies atomiques
augmente et que donc leur facteur de qualit¶e diminue). En fait, la polarisabilit¶e s'e®ondre trµes vite
avec la densit¶e et les facteurs correctifs ne d¶epassent jamais quelques dizaines de pour cent.

2.4.2 Cas magn¶etique

Il nous reste µa traiter le cas magn¶etique. Le calcul est essentiellement le même, fond¶e sur la même
comptabilit¶e statistique des champs proches et lointains. On trouvera sans peine:

Bm = B+

Z
(Pc(½)¡ P(½))¯(½) d3½ ; (2.54)

oµu les densit¶es de probabilit¶e ont les mêmes signi¯cations et oµu ¯ est le champ magn¶etique cr¶e¶e µa
l'origine par le dipôle moyen situ¶e en ½. On montrerait, comme pr¶ec¶edemment que l'int¶egrale sur Pc est
identiquement nulle (les g¶eom¶etries des cartes de champ du dipôle magn¶etique et du dipôle ¶electrique
sont identiques). Il ne nous reste donc qu'µa ¶evaluer le champ magn¶etique cr¶e¶e en son centre par une
sphµere uniform¶ement magn¶etis¶ee. Le calcul ¶etant moins standard que pour le cas ¶electrique, nous
allons le traiter explicitement. Les ¶equations de Maxwell macroscopiques dans la sphµere s'¶ecrivent:

r ¢B = 0 (2.55)

r£H = 0 ; (2.56)

puisqu'il n'y a pas de courants libres. Il existe donc, dans ce cas, un potentiel magn¶etique scalaire ©
d'oµu d¶erive l'induction magn¶etique:

H = ¡r© : (2.57)

Notons que ce potentiel scalaire magn¶etique n'existe que quand les courants macroscopiques sont nuls.
Il ne permet de traiter que les mat¶eriaux aimant¶es, mais il est fort utile dans ce cas. Nous retrouvons
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d'ailleurs ici la th¶eorie des masses magn¶etiques, qui fut trµes utilis¶ee au XIX siµecle pour traiter des
aimants. La nullit¶e de la divergence de B implique que:

r ¢H+M = 0 ; (2.58)

oµuM est l'aimantation. Le potentiel scalaire magn¶etique ob¶eit donc µa une ¶equation de Poisson qui
s'¶ecrit:

¢© =r ¢M (2.59)

Dans le cas de la sphµere polaris¶ee ¶electriquement, la densit¶e de charges li¶ees est ½ = ¡r ¢ P et le
potentiel scalaire ob¶eit µa l'¶equation de Poisson:

¢V =
1

²0
r ¢P : (2.60)

La similitude (µa des facteurs dimensionnels prµes) des deux ¶equations prouve que l'induction magn¶etique
H a essentiellement la même forme que le champ ¶electrique de la sphµere polaris¶ee:

H = ¡M=3 ; (2.61)

d'oµu on d¶eduit imm¶ediatement:

B = ¹0
2

3
M : (2.62)

En injectant ce r¶esultat dans le calcul du champ vu par la mol¶ecule, nous avons:

Bm = B¡ ¹0 2
3
M : (2.63)

Le dipôle moyen induit est:

mm =
1

¹0
®mBm ; (2.64)

et l'aimantation moyenne est simplement:

M = Nmm : (2.65)

En rapprochant l'ensemble de ces r¶esultats, on d¶etermine la susceptibilit¶e magn¶etique:

Âm =
N®m

1 + 2N®m=3
: (2.66)

Pour la limite des faibles densit¶es, on retrouve bien une susceptibilit¶e qui est le produit de la
polarisabilit¶e par la densit¶e num¶erique. Pour des densit¶es plus fortes, le facteur correctif joue un rôle.
Pour les substances paramagn¶etiques, la polarisabilit¶e est positive. Le facteur correctif tend donc
µa r¶eduire la susceptibilit¶e. En fait, le champ des plus proches voisins est un champ d¶emagn¶etisant,
qui tend µa s'opposer au champ macroscopique. La susceptibilit¶e ne pose donc aucun problµeme de
divergence. Pour des substances diamagn¶etiques, la polarisabilit¶e est n¶egative, et la susceptibilit¶e se
trouve renforc¶ee. Toutefois, ces polarisabilit¶es diamagn¶etiques sont en g¶en¶eral trµes faibles et aucun
e®et de divergence n'est µa craindre. Arm¶es d'expressions r¶ealistes pour les susceptibilit¶es, nous pouvons
maintenant les utiliser dans les ¶equations de Maxwell macroscopiques.
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2.5 Perm¶eabilit¶e et permittivit¶e relatives

2.5.1 D¶e¯nitions et ¶equations de Maxwell

Nous avons donc:
D! = ²0(1 + Â

e)E! : (2.67)

Nous ne manipulons forc¶ement que des composantes monochromatiques, puisque les susceptibilit¶es
d¶ependent de la fr¶equence. Il est naturel de poser:

²r(r; !) = 1 + Â
e : (2.68)

Nous nommerons cette quantit¶e \permittivit¶e di¶electrique relative". On a donc

D! = ²0²rE! (2.69)

Notons que ²r s'exprime facilement en fonction de la polarisabilit¶e:

²r =
1 + 2N®e=3

1¡N®e=3 : (2.70)

Comme la polarisabilit¶e ¶electrique, induite ou d'orientation, est toujours positive µa basse fr¶equence, la
permittivit¶e di¶electrique relative est toujours sup¶erieure µa 1. En revanche, au dessus de la fr¶equence
de r¶esonance des systµeme atomiques, la polarisabilit¶e peut devenir n¶egative et ²r plus petit que 1.
Notons que la relation pr¶ec¶edente s'inverse facilement en:

N®e = 3
²r ¡ 1
²r + 2

: (2.71)

Cette relation, en ¶electrostatique, est connue sous le nom de relation de Clausius{Mosotti.
Nous pouvons utiliser le même genre d'arguments pour les ph¶enomµenes magn¶etiques. On peut

¶ecrire:
B! = ¹0¹r(r; !)H! ; (2.72)

avec

¹r =
1

1¡ Âm ; (2.73)

que nous appellerons \perm¶eabilit¶e magn¶etique relative". Lµa encore, il ne s'agit que de relations
entre composantes de Fourier. ¹r est donc sup¶erieur µa un pour les mat¶eriaux paramagn¶etiques, de
polarisabilit¶e ou de susceptibilit¶e positive, inf¶erieur µa un pour les mat¶eriaux diamagn¶etiques. On peut
aussi ¶ecrire ¹r en fonction de la polarisabilit¶e sous la forme:

¹r =
1 + 2N®m=3

1¡N®m=3 ; (2.74)

¶equation strictement identique µa celle que nous avions ¶ecrite pour ²r. La relation inverse est aussi
identique µa la relation de Clausius{Mosotti ¶electrique:

N®m = 3
¹r ¡ 1
¹r + 2

: (2.75)

Nous n'avons ici que des relations entre composantes de Fourier. Dans le cas g¶en¶eral, les ¶equations
de Maxwell ne prennent une forme simple qu'aprµes une transform¶ee de Fourier temporelle. D et H
s'exprimant en fonction des champs ¶electriques et magn¶etiques, on obtient un ensemble de quatre
¶equations portant sur deux champs de vecteurs seulement qu'il est, au moins en principe, possible de
r¶esoudre. Dans le cas particulier important oµu les susceptibilit¶es sont pratiquement ind¶ependantes de
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la fr¶equence dans tout le domaine de fr¶equence couvert par la physique du problµeme, il est possible
de regrouper les composantes de Fourier et d'¶ecrire les ¶equations de Maxwell comme:

r£E = ¡@B
@t

(2.76)

r ¢B = 0 (2.77)

r ¢ (²rE) = ½=²0 (2.78)

r£ (B=¹r) = ¹0

∙
j+ ²0

@²rE

@t

¸
: (2.79)

Nous avons bien pris garde de ne pas sortir les permittivit¶es et perm¶eabilit¶es relatives des d¶erivations.
Elles peuvent en e®et a priori d¶ependre de l'espace, si le mat¶eriau n'est pas homogµene, et du temps.
Ce n'est que dans un mat¶eriau homogµene et invariable qu'on retrouve une forme identique µa celle des
¶equations de Maxwell dans le vide, avec les simples substitutions ²0 ! ²0²r et ¹0 ! ¹0¹r.

2.5.2 Consid¶erations ¶energ¶etiques

Nous pouvons maintenant reprendre l'¶equation bilan ¶energ¶etique. Nous nous restreindrons µa un milieu
dont les susceptibilit¶es sont ind¶ependantes du temps. Le terme de variation d'¶energie ¶electromagn¶etique
peut s'¶ecrire:

E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

=
@u

@t
(2.80)

µa condition de poser:

u =
²0²r
2
E2 +

B2

2¹0¹r
: (2.81)

De son côt¶e, le vecteur de Poynting s'¶ecrit:

¦ =
E£B
¹0¹r

: (2.82)

on retrouve donc strictement les bilans ¶energ¶etiques de l'espace libre, avec les substitutions ²0 ! ²0²r
et ¹0 ! ¹0¹r.

Nous avions vu dans le chapitre pr¶ec¶edent que la puissance c¶ed¶ee par les champs µa la matiµere pour
faire varier sa polarisation s'exprimait comme:

E ¢ @P
@t

: (2.83)

Bien sûr, il y a aussi une puissance fournie pour modi¯er les polarisations magn¶etiques. Toutefois,
la plupart des mat¶eriaux avec des propri¶et¶es magn¶etiques marqu¶ees sont opaques et ne pr¶esentent
guµere d'int¶erêt du point de vue de la propagation. Nous ne consid¶ererons donc plus qu'un mat¶eriau
dit di¶electrique, ¶equivalent au vide du point de vue magn¶etique (¹r = 1) et ne pr¶esentant que des
propri¶et¶es ¶electriques. Si nous ne consid¶erons qu'un champ monochromatique, avec des amplitudes
E0 et P0 pour le champ ¶electrique et la polarisation, la valeur moyenne temporelle de cette puissance
s'¶ecrira:

1

2
Re (¡i!P0) ¢E¤0) : (2.84)

En utilisant la susceptibilit¶e Â = Â0 + iÂ00 (on omettra la mention e. Nous ne discutons que du cas
¶electrique et il n'y a pas de risque de confusion avec une susceptibilit¶e magn¶etique), on met cette
puissance sous la forme:

1

2
jE0j2²0!Â00 : (2.85)
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La puissance moyenne c¶ed¶ee par le champ µa la matiµere est donc proportionnelle µa la partie imagi-
naire de la susceptibilit¶e. Cette puissance re°µete bien sûr l'absorption d'une onde ¶electromagn¶etique
par la matiµere. Si Â00 est positif, le transfert d'¶energie se produit du champ vers la matiµere: cette
puissance re°µete bien sûr l'absorption d'une onde ¶electromagn¶etique par la matiµere. Si Â00, en re-
vanche, est n¶egatif, la matiµere fournit de l'¶energie µa l'onde. On peut alors s'attendre µa ce qu'une onde
¶electromagn¶etique soit ampli¯¶ee par un tel milieu. On se convaincra ais¶ement que la susceptibilit¶e
r¶esultant du modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e a une partie imaginaire positive. Ce
modµele correspond toujours µa une absorption, l'¶energie fournie par l'onde servant µa compenser l'¶energie
dissip¶ee par le frottement ph¶enom¶enologique introduit dans l'¶equation du mouvement de l'¶electron.

Le modµele quantique, pour sa part, permet une situation un peu plus riche. Si nous prenons le
modµele quantique tel que nous l'avons formul¶e dans la partie pr¶ec¶edente, la polarisabilit¶e est stricte-
ment r¶eelle, et aucune absorption ne peut se produire. Nous avons en e®et un modµele qui n¶eglige
complµetement la dissipation atomique. Nous pouvons facilement rendre le modµele plus r¶ealiste en
rajoutant ph¶enom¶enologiquement un terme d'amortissement dans l'expression de la polarisabilit¶e ou
de la susceptibilit¶e. Pour un milieu su±samment dilu¶e pour que les facteurs correctifs des ¶equations
de Clausius{Mosotti soient n¶egligeables, la susceptibilit¶e s'¶ecrira donc:

Â =
Nq2

2m²0

X
j

fjg
!2jg ¡ !2 ¡ i°jg!

; (2.86)

oµu la somme est µa ¶etendre µa tous les niveaux j autres que le fondamental, fjg ¶etant la force d'oscillateur
de la transition de g vers j et ¯nalement °jg un facteur d'amortissement ph¶enom¶enologique pour
cette transition (on trouve ce facteur de fa»con exacte en quanti¯ant le champ et en tenant compte
correctement de l'¶emission spontan¶ee). On peut donc extraire facilement la partie imaginaire de la
susceptibilit¶e. Au voisinage imm¶ediat de la r¶esonance, le domaine dans lequel il peut se passer des
choses int¶eressantes, on a:

Â00 =
Nq2

2m²0

X
j

°jg
!

fjg
4(!jg ¡ !)2 + °2jg

: (2.87)

On trouve donc qu'au voisinage d'une r¶esonance, la partie imaginaire de Â et donc l'¶echange d'¶energie
avec le champ pr¶esente un comportement Lorentzien. De plus, toutes les quantit¶es ¶etant positives µa
part la force d'oscillateur, Â00 a le signe de fjg. Celui-ci est le signe de la fr¶equence de Bohr !jg de la
transition r¶esonante. Rappelons que, dans le calcul quantique de la susceptibilit¶e, nous avons suppos¶e
que pratiquement toute la population atomique est dans le niveau g. Si donc le niveau j a une ¶energie
sup¶erieure au niveau g, Â00 est positif et le milieu absorbe l'¶energie du champ comme dans le modµele
classique de Thomson. En revanche, si le niveau j se trouve ¶energ¶etiquement au dessous du niveau
le plus peupl¶e, g, la partie imaginaire de la susceptibilit¶e devient n¶egative. Dans ce cas, le milieu
atomique fournit de l'¶energie au champ et l'ampli¯e.

Nous trouvons ici en fait une version semi{classique de l'¶emission stimul¶ee: sur une transition
invers¶ee, oµu la population du niveau sup¶erieur est plus grande que la population du niveau du bas,
les photons ¶emis par les atomes sous l'in°uence d'une onde incidente, s'ajoutent de fa»con coh¶erente
µa l'onde incidente et l'ampli¯ent. Un tel milieu ampli¯cateur coupl¶e µa un r¶esonateur peut conduire
µa une oscillation permanente. En un mot, nous venons d'inventer le laser! On peut comprendre
assez bien le fonctionnement d'un laser en remplissant un interf¶eromµetre de Fabry Perot avec un
milieu ampli¯cateur. Dans un Fabry Perot ordinaire, la ¯nesse ¯nie est due aux pertes subies par le
faisceau lumineux sur un aller et retour dans la cavit¶e. Si le gain du milieu ampli¯cateur est juste
¶egal aux pertes, la ¯nesse diverge et il peut exister un champ permanent dans la cavit¶e. Si le gain
est sup¶erieur aux pertes, l'intensit¶e croit exponentiellement. En fait, elle ne crô³t ainsi que sur une
gamme limit¶ee. La saturation de la transition atomique, que nous avions briµevement ¶evoqu¶ee dans la
partie pr¶ec¶edente, fait que le gain est en fait une fonction d¶ecroissante de l'intensit¶e. Il s'¶etablit alors
un r¶egime stationnaire avec une intensit¶e importante dans la cavit¶e.
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Figure 2.2: Partie r¶eelle et imaginaire de la susceptibilit¶e au voisinage de la r¶esonance. On a repr¶esent¶e en traits pleins

la courbe de dispersion Re (1+Â) et en pointill¶es la courbe d'absorption ImÂ. La fr¶equence est en unit¶es de la fr¶equence

de r¶esonance. Le facteur de qualit¶e de la r¶esonance est de 30, trµes inf¶erieur µa ce qu'on a pour une r¶esonance atomique.

Nous montrerons dans un paragraphe suivant que la partie r¶eelle de la susceptibilit¶e est, pour sa
part, li¶ee µa l'indice de r¶efraction ordinaire. La susceptibilit¶e contient donc tout µa la fois les ph¶enomµenes
de r¶efraction ou de dispersion, si l'indice n'est pas ind¶ependant de la fr¶equence, et les ph¶enomµenes
d'absorption. On v¶eri¯era sans peine que la partie r¶eelle de la susceptibilit¶e pr¶esente, voisinage d'une
r¶esonance atomique, une forme voisine de la d¶eriv¶ee d'une Lorentzienne. Elle est nulle strictement µa
r¶esonance, maximale ou minimale environ µa une largeur de la r¶esonance stricte. Une telle courbe est
appel¶ee courbe de dispersion. Elle d¶ecrit de fa»con assez r¶ealiste la variation de l'indice de r¶efraction
ordinaire au voisinage de la r¶esonance. La variation de l'indice avec la longueur d'onde ¶etant li¶ee
aux ph¶enomµenes de dispersion, le nom a ¶et¶e conserv¶e pour cette forme de courbes. Des courbes
d'absorption et de dispersion typiques sont repr¶esent¶ees sur la ¯gure 2.2

2.6 Relations de Kramers{KrÄonig

On pourrait penser µa priori que dispersion et absorption sont deux ph¶enomµenes ind¶ependants. On
pourrait alors imaginer par exemple des milieux qui, dans une trµes large gamme de fr¶equence, auraient
une trµes forte absorption en d¶epit d'un indice voisin de un. Ce seraient de parfaits piµeges µa lumiµere.
On pourrait aussi imaginer des verres qui feraient la fortune des lunetiers en ¶etant de trµes grand indice
et n¶eanmoins totalement transparents, lµa aussi dans une large gamme de fr¶equences. En fait, nous
allons montrer que la simple causalit¶e (la polarisation ne peut r¶epondre au champ avant que celui{ci
n'ait ¶et¶e appliqu¶e) impose des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires de l'indice.
En fait, quand la premiµere est connue sur tout le spectre, la seconde peut ais¶ement être d¶etermin¶ee
par une simple transformation math¶ematique.

Le point de d¶epart est le lien entre polarisation et champ par la fonction de Green, transform¶ee
de Fourier de la susceptibilit¶e:

P(t) =
²0p
2¼

Z
G(¿)E(t¡ ¿) : (2.88)

toutes ces quantit¶es s'entendant µa un point r donn¶e. En fait, nous ferons le calcul pour la susceptibilit¶e
¶electrique, mais il s'appliquerait aussi bien µa toutes nos susceptibilit¶es, ou µa toute forme de r¶eponse
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lin¶eaire. Les relations que nous allons ¶etablir sont donc trµes g¶en¶erales, d¶epassant largement le cadre
de l'¶electromagn¶etisme. Nous consid¶erons ici la susceptibilit¶e comme scalaire. Des am¶enagements de
d¶etail du calcul permettraient de traiter le cas tensoriel. Nous savons que la fonction de Green est la
transform¶ee de Fourier de la susceptibilit¶e:

G(¿) =
1p
2¼

Z
Â(!)e¡i!¿ d! : (2.89)

Cette int¶egrale peut bien sûr être transform¶ee en une int¶egrale sur le plan complexe. Le chemin
d'int¶egration est constitu¶e de l'axe r¶eel, parcouru dans le sens positif et ferm¶e par un demi-cercle \µa
l'in¯ni" (on pourra se reporter µa la ¯gure du chapitre sur les potentiels retard¶es, troisiµeme partie).
Si ¿ < 0, le demi{cercle doit se trouver dans le demi{plan sup¶erieur. C'est µa cette condition que
l'exponentielle e¡i!¿ annule l'int¶egrale sur ce demi{cercle. En revanche, pour ¿ > 0 on doit boucler
le contour d'int¶egration dans le demi{plan inf¶erieur. La causalit¶e impose bien sûr que G(¿) s'annule
pour ¿ < 0. L'int¶egrale sur le contour dans le demi{plan sup¶erieur est donc identiquement nulle. Cela
impose, l'exponentielle ¶etant r¶eguliµere sur tout le plan complexe, que la susceptibilit¶e Â ne pr¶esente
de pôles que dans le demi{plan inf¶erieur. On pourra v¶eri¯er ais¶ement que les susceptibilit¶es d¶eduites
du modµele de Thomson ou du modµele quantique pr¶esentent cette propri¶et¶e. Notons que des pôles
situ¶es strictement sur l'axe r¶eel correspondraient µa des r¶esonances sans amortissement (voir le calcul
quantique de la quatriµeme partie), ce qui n'est guµere physique.

Consid¶erons maintenant la fonction:

Â(!)

2i¼(! ¡ z0) ; (2.90)

oµu z0 a une partie imaginaire positive. Cette fonction admet donc un pôle unique en z0 dans le demi{
plan sup¶erieur, dont le r¶esidu est trivialement Â(z0)=2i¼. L'int¶egrale sur le contour compos¶e de l'axe
r¶eel et du demi{cercle sup¶erieur est alors ¶egale µa ce r¶esidu (multipli¶e par 2i¼). Pour tout systµeme
physique, la susceptibilit¶e doit tendre rapidement vers 0 quand le module de la fr¶equence tend vers
l'in¯ni. L'int¶egrale sur le \demi{cercle µa l'in¯ni" est donc n¶egligeable, et l'int¶egrale sur le contour se
ramµene µa celle le long de l'axe r¶eel. On a donc ¯nalement:

Â(z0) =

Z 1

¡1
Â(!)

2i¼(! ¡ z0) : (2.91)

Posons maintenant:

z0 = !0 + i² ; (2.92)

avec !0 r¶eel et prenons la limite de l'expression pr¶ec¶edente pour ²! 0. Le point z0 tend alors vers le
point !0 de l'axe r¶eel. Le premier membre, puisque Â est r¶eguliµere dans tout le demi{plan sup¶erieur,
tend vers Â(!0). On a donc:

Â(!0) =
1

2i¼
lim
²!0

Z
Â(!)

! ¡ !0 ¡ i² : (2.93)

On montre facilement, en th¶eorie des distributions, que 3:

lim
²!0

Z
1

! ¡ !0 ¡ i² = PP(1=(! ¡ !0)) + i¼±(! ¡ !0) : (2.94)

3On peut comprendre qualitativement cette limite en observant que la fonction µa int¶egrer est, pour sa partie r¶eelle, une
courbe de dispersion (d¶eriv¶ee de Lorentzienne) et, pour sa partie imaginaire, une simple Lorentzienne. Ces deux courbes
sont de largeur ². Quand ²! 0, la seconde tend trivialement vers une fonction de Dirac. La premiµere estime la di®¶erence
entre deux valeurs in¯niment proches de la fonction sur laquelle porte la distribution, ce qui est bien, fondamentalement,
l'action de la distribution partie principale.
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La distribution \partie principale en !0", PP est, rappelons le, d¶e¯nie par:¿
PP 1

! ¡ !0 jf
À
= lim
´!0

∙Z !0¡´

¡1
+

Z 1

!0+´

f(!)

! ¡ !0
¸

(2.95)

On a donc ¯nalement, en constatant que l'action de ± sur Â est triviale,

Â(!0) =
1

i¼
PP

Z
Â(!)

! ¡ !0 : (2.96)

En isolant, dans cette expression, les parties r¶eelles et imaginaires, on obtient en¯n les relations de
Kramers{KrÄonig proprement dites:

Â0(!0) =
1

¼
PP

Z
Â00(!)
! ¡ !0 (2.97)

Â00(!0) = ¡ 1
¼
PP

Z
Â0(!)
! ¡ !0 : (2.98)

Les parties r¶eelle et imaginaire de la susceptibilit¶e sont donc reli¶ees par une transformation math¶e-
matique trµes simple. On peut comprendre ainsi pourquoi, si la partie imaginaire au voisinage d'une
r¶esonance, a un comportement Lorentzien, la partie r¶eelle a la forme d'une courbe de dispersion. La
partie principale calcule en e®et une \sorte de d¶eriv¶ee" de la fonction. Elle est nulle si la fonction
est paire par rapport au point !0, non nulle quand la fonction est impaire. La partie r¶eelle est
donc nulle au maximum de la partie imaginaire, au sommet de la r¶esonance. Elle est en revanche
importante quand la partie imaginaire varie rapidement, dans les ailes de la r¶esonance. On voit donc
bien que ces parties r¶eelle et imaginaire sont fortement li¶ees et que l'une ne saurait être grande sans
que l'autre ne soit ¶egalement importante, dans un domaine de fr¶equence voisin. Ces relations ont de
nombreuses cons¶equences en th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire. Elles peuvent, en pratique, être utilis¶ees
pour d¶eterminer la r¶efraction si seule l'absorption est exp¶erimentalement disponible (c'est par exemple
le cas pour les milieux fortement absorbants), ou l'inverse.



Chapitre 3

Propagation dans les milieux lin¶eaires

Nous allons maintenant appliquer les ¶equations de Maxwell macroscopiques et les susceptibilit¶es au
problµeme de la propagation de champs monochromatiques dans des milieux mat¶eriels. Nous pourrons
pr¶eciser le contenu physique de la dispersion et de l'absorption. Nous nous pr¶eoccuperons en fait
essentiellement de deux types de milieux: les di¶electriques transparents et les milieux conducteurs,
regroupant m¶etaux et plasmas. Dans un deuxiµeme temps, nous ¶etablirons les lois de continuit¶e des
champs au voisinage d'une interface entre deux mat¶eriaux di®¶erents. Nous appliquerons ces lois au
passage d'une onde plane entre deux mat¶eriaux di¶electriques. Nous en d¶eduirons les lois de Descartes
de l'optique g¶eom¶etrique, mais aussi les coe±cients de Fresnel donnant les amplitudes relatives des
ondes transmises et r¶e°¶echies.

3.1 Equations de propagation

Nous consid¶ererons donc la propagation d'un champ harmonique, de fr¶equence ! dans un milieu
mat¶eriel. Ce milieu est caract¶eris¶e par les permittivit¶e di¶electrique ²r, perm¶eabilit¶e magn¶etique ¹r
relatives et par la conductivit¶e ¾. Nous supposerons le milieu homogµene et ces quantit¶es ind¶ependantes
de la position. Nous supposerons que le courant macroscopique ne r¶esulte que de la conductivit¶e du
mat¶eriau et du champ ¶electrique (en d'autres termes, nous supposons que les g¶en¶erateurs sont en
dehors de notre milieu). Les ¶equations de Maxwell en r¶egime harmonique s'¶ecrivent alors:

r£E = i!B (3.1)

r ¢B = 0 (3.2)

r ¢ E =
½

²0²r
(3.3)

r£B = ¹0¹r [¾ ¡ i²0²r!]E : (3.4)

A ces ¶equations, nous pouvons adjoindre l'¶equation de conservation de la charge (qui se d¶eduit des
¶equations de Maxwell), qui s'¶ecrit, avec j = ¾E:

¾r ¢E = i!½ : (3.5)

En y injectant l'¶equation de Gauss, on trouve:

i!½ = ¾½=²0²r ; (3.6)

qui n'admet comme solution que ½ = 0 µa moins que

¾ = i!²0²r : (3.7)

327
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Ce cas ¶etant a priori plutôt rare, nous l'exclurons pour le moment et nous pourrons donc supposer
que ½ est toujours identiquement nulle dans les milieux mat¶eriels.

Munis de cette simpli¯cation consid¶erable, nous pouvons facilement ¶ecrire une ¶equation de prop-
agation pour le champ ¶electrique seul ou le champ magn¶etique seul. En fait, comme dans l'espace
libre, les ¶equations de propagation de tous les champs et de tous les potentiels sont identiques. Cette
¶equation peut se mettre sous la forme d'une ¶equation de Helmholtz:

¢E+
2

c2
E = 0 ; (3.8)

oµu la fr¶equence (complexe)  est d¶e¯nie par:

2 = (!2¹0¹r²0²r + ¹0¹ri!¾)c
2 : (3.9)

Dans le vide, on retrouve bien sûr  = !. Toute la physique de la propagation est contenue dans cette
fr¶equence. La solution en termes d'ondes planes avec une direction de propagation selon Oz:

E0e
i(kz¡!t) (3.10)

devra v¶eri¯er la relation de dispersion
k2 = 2=c2 : (3.11)

3.2 Milieux di¶electriques

Nous consid¶ererons d'abord le plus simple des mat¶eriaux, un mat¶eriau di¶electrique (²r 6= 1), d¶epourvu
de toutes propri¶et¶es magn¶etiques (¹r = 1) et strictement isolant (¾ = 0). La relation de dispersion
s'¶ecrit alors:

k =
!

c

p
²r : (3.12)

Nous poserons:
n =

p
²r ; (3.13)

et ¶ecrirons donc la relation de dispersion sous la forme:

k = n
!

c
= nk0 ; (3.14)

oµu k0 = !=c serait le module du vecteur d'onde pour une propagation dans le vide µa cette fr¶equence.
Nous appellerons n l'indice de r¶efraction de notre mat¶eriau di¶electrique. Il donne en e®et le rapport
entre la longueur d'onde dans le vide et la longueur d'onde dans le milieu.

Comme n est en g¶en¶eral une quantit¶e complexe, ainsi que ²r ou Â
e, l'indice de r¶efraction est aussi

une quantit¶e complexe:
n = n0 + in00 : (3.15)

On peut montrer simplement que:

n0 =
1p
2

r
²0r +

q
²0r
2 + ²00r

2 (3.16)

et que

n00 =
²00rp
2

1r
²0r +

q
²0r
2 + ²00r

2

: (3.17)

Notons que, pour respecter le sens choisi pour la propagation de l'onde, le signe de n0 doit être positif.
Il n'y a donc pas d'ambiguÄ³t¶e sur le signe de n00. Comme ²00r = Â00, la partie imaginaire de l'indice est
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li¶ee directement au coe±cient d'absorption du milieu. On peut en e®et remarquer que l'expression de
l'onde plane de vecteur d'onde complexe peut se r¶e¶ecrire:

E0e
¡n00k0zei(k0n

0z¡!t) : (3.18)

Il s'agit d'une onde dont l'amplitude d¶ecrô³t exponentiellement lors de la propagation dans le milieu.
La partie r¶eelle, pour sa part, correspond µa une augmentation du module du vecteur d'onde, donc µa
une r¶eduction de la longueur d'onde (si la partie r¶eelle de l'indice est plus grande que un, ce qui est
fr¶equemment le cas). Il s'agit donc de l'indice de r¶efraction tel que le con»coit l'optique g¶eom¶etrique.
La vitesse de phase de cette onde ¶evanescente (la vitesse µa laquelle se propagent les plans d'¶egale phase
ou plans d'onde) est manifestement donn¶ee par:

vÁ =
c

n0
: (3.19)

Elle est donc plus petite que la vitesse de la lumiµere dans un facteur ¶egal µa la partie r¶eelle de l'indice
de r¶efraction. La vitesse de groupe, pour sa part, d¶epend en g¶en¶eral de la d¶ependance de n avec !.
On ¶etablira sans peine que:

vg =
c=n

1 + !
n
dn
d!

: (3.20)

Au voisinage d'une r¶esonance atomique, l'indice de r¶efraction varie rapidement avec ! et peut être une
fonction d¶ecroissante de !. On peut avoir, dans cette r¶egion de \dispersion anormale" une vitesse de
groupe trµes petite ou trµes grande devant c, voire même une vitesse de groupe n¶egative. C'est bien sûr
la notion même de vitesse de groupe qui perd son sens dans ce cas. Elle ne s'applique a priori qu'µa un
paquet d'onde su±samment large en fr¶equence pour être bien localis¶e dans l'espace, mais trµes ¶etroit
devant l'¶echelle de variation de la vitesse de propagation pour se propager encore sans d¶eformation
notable. Au voisinage d'une r¶esonance trµes ¶etroite, ces conditions ne sont pas remplies et le paquet
se d¶eforme consid¶erablement, laissant une trµes grande marge µa l'interpr¶etation dans la d¶e¯nition de
sa vitesse de propagation. Un certain nombre d'annonces spectaculaires r¶ecentes de \propagation
supraluminique" reposent sur cette ambiguÄ³t¶e. En fait, quelle que soit la forme du paquet et de la
dispersion, on montre qu'aucun signal ne peut se propager plus vite que c.

Nous avons ici les expressions exactes des parties r¶eelles et imaginaires de l'indice de r¶efraction.
Elles se simpli¯ent beaucoup si le milieu et peu dense et/ou la susceptibilit¶e, r¶eelle comme imaginaire,
est trµes inf¶erieure µa un. On peut en e®et dans ce cas d¶evelopper les expressions pr¶ec¶edentes et obtenir:

n0 = 1 + Â0=2 ' 1 +N®0=2 (3.21)

n00 = Â00=2 ' N®00=2 : (3.22)

Ces expressions de l'indice en fonction de la polarisabilit¶e sont trµes utiles en pratique.
L'¶equation de propagation ne pr¶ecise pas les amplitudes E0 et B0 des champs ¶electriques et

magn¶etiques. Leur divergence ¶etant nulle, ils sont tous deux perpendiculaires au vecteur d'onde
k. La premiµere ¶equation de Maxwell s'¶ecrit, pour une onde plane de vecteur d'onde (complexe) k:

ik£E0 = i!B0 : (3.23)

On en d¶eduit que la structure de l'onde plane est conserv¶ee, E0, B0 et k formant encore un triµedre
direct. En revanche, pour un indice complexe, les champs ne sont pas n¶ecessairement en phase, et le
rapport de leurs modules est B0=E0 = jnj=c.

Dans le cas d'un milieu absorbant, l'¶energie de l'onde passe µa la matiµere sur une distance de l'ordre
de 1=n00k0. Des notions comme le vecteur de Poynting ont donc un int¶erêt physique limit¶e. Pour ¶etablir
des bilans ¶energ¶etiques, nous allons donc consid¶erer le cas d'un milieu di¶electrique complµetement trans-
parent (n00 = 0). Notons que les relations de Kramers Kronig n'interdisent nullement µa l'absorption
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d'être nulle pour une fr¶equence avec une partie r¶eelle d'indice non nulle µa la même fr¶equence. Les
champs ¶electriques et magn¶etiques sont alors en phase, et on a: B0 = nE0=c. Le vecteur de Poynt-
ing, sans surprises, pointe donc dans la direction du vecteur d'onde, et sa valeur moyenne temporelle
s'¶ecrit:

¦ =
²0nc

2
E20 : (3.24)

La densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique s'¶ecrit, en valeur instantan¶ee:

u = ²0n
2E

2

2
+

1

2¹0
B2 : (3.25)

En utilisant le rapport entre les amplitudes de E et B, on montre que, comme pour l'onde plane
dans le vide, les densit¶es d'¶energies ¶electriques et magn¶etiques sont ¶egales µa chaque instant. La valeur
moyenne temporelle de la densit¶e d'¶energie s'¶ecrit ¯nalement:

u = ²0n
2E

2
0

2
: (3.26)

En faisant maintenant le rapport de la valeur moyenne du vecteur de Poynting avec la valeur moyenne
de la densit¶e d'¶energie, on doit obtenir, comme pour l'onde plane dans le vide, la vitesse de propagation
de l'¶energie, qui doit coÄ³ncider avec la vitesse de groupe1:

vg =
¦

u
=
c

n
: (3.27)

La vitesse de groupe, ou de propagation de l'¶energie, est donc ¶egale µa la vitesse de phase, et plus
petite (si n > 1) que la vitesse de la lumiµere. Il s'agit bien sûr d'un r¶esultat trµes classique d'optique
g¶eom¶etrique.

3.3 Milieux conducteurs

Nous allons maintenant consid¶erer la propagation dans un milieu conducteur, pourvu de propri¶et¶es
di¶electriques, mais d¶epourvu de propri¶et¶es magn¶etiques. Nous aurons donc ¾ 6= 0, ²r 6= 1, mais ¹r = 1.
Nous supposerons de plus que la permittivit¶e di¶electrique relative est pratiquement ind¶ependante de
la fr¶equence. On pourra ainsi traiter de la propagation dans les m¶etaux. Les ¶electrons libres sont alors
responsables de la conductivit¶e, en g¶en¶eral ¶elev¶ee, alors que les ions m¶etalliques sont responsables des
propri¶et¶es di¶electriques. Les ¶electrons libres, dans un tel mat¶eriau, sont mis en mouvement globalement
par tout champ appliqu¶e et contribuent donc au courant macroscopique, libre, alors que les autres
¶electrons et ions, ¯xes, ne contribuent qu'aux charges li¶ees. Nous pourrons aussi traiter des plasmas,
oµu ¶electrons et ions libres contribuent tous deux aux courants libres. Cependant, la masse des ions est
toujours trµes grande par rapport µa celle des ¶electrons. Pour des champs de haute fr¶equence, les ions ne
suivent pratiquement pas le champ appliqu¶e et on peut consid¶erer que seuls les ¶electrons participent µa
la conduction et aux courants libres, les ions restant spectateurs et ne contribuant qu'aux propri¶et¶es
di¶electriques par leur polarisabilit¶e. En d'autres termes, au prix de cette approximation, on voit que
les propagations dans un plasma ou dans un m¶etal sont essentiellement identiques.

3.3.1 Modµele de conductivit¶e

Avant de d¶ecrire en d¶etails la propagation, nous allons donner un modµele simple mais r¶ealiste de
conductivit¶e, qui nous permettra de pr¶eciser sa d¶ependance en fr¶equence. Ce modµele est trµes universel

1Nous faisons ici en fait, de fa»con implicite, l'hypothµese que le spectre en fr¶equence du paquet d'ondes que l'on propage
est trµes ¶etroit par rapport au domaine de variation de l'indice avec la fr¶equence. Si l'indice ne d¶epend pas de la fr¶equence,
vg = d!=dk est pr¶ecis¶ement ¶egal µa c=n.
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et s'applique aussi bien aux ¶electrolytes qu'aux plasmas ou aux m¶etaux. Nous ne discuterons toutefois
les ordres de grandeur que pour un m¶etal bon conducteur, comme le cuivre. Nous ne consid¶ererons
aussi qu'un seul type de porteurs de charges libres que nous assimilerons µa des ¶electrons. C'est le cas
pour les m¶etaux et une bonne approximation pour les plasmas.

Sous l'action du champ ¶electrique E, les porteurs libres se mettent en mouvement d'ensemble. En
g¶en¶eral, ce mouvement d'ensemble se superpose aux mouvements al¶eatoires d'origine thermique (pour
les plasmas) ou quantiques (principe d'exclusion de Fermi pour les m¶etaux). Bien que ces vitesses
al¶eatoires soient beaucoup plus grandes que les vitesses d'ensemble2, nous allons ¶ecrire uniquement
une ¶equation sur la vitesse d'ensemble v:

m _v +m°v = qE ; (3.28)

oµu m et q sont la masse et la charge des porteurs, et oµu ° est un facteur ph¶enom¶enologique de friction,
d¶ecrivant l'in¶evitable amortissement de la vitesse d'ensemble sous l'in°uence des collisions avec le
r¶eseau. La solution ¶evidente de cette ¶equation en r¶egime harmonique est:

v =
qE

m(° ¡ i!) : (3.29)

Le courant macroscopique ¶etant donn¶e par:

j = Nqv ; (3.30)

oµu N est la densit¶e num¶erique de porteurs au point consid¶er¶e, on peut ¯nalement ¶ecrire la conductivit¶e
comme:

¾ =
Nq2

m(° ¡ i!) =
!2p²0²r

° ¡ i! : (3.31)

Nous avons introduit la \fr¶equence de plasma" du conducteur (dont la signi¯cation physique apparâ³tra
plus clairement dans les prochains chapitres):

!2p =
Nq2

m²0²r
: (3.32)

Nous trouvons donc en g¶en¶eral une conductivit¶e complexe. Le mouvement des porteurs de charges
a en e®et un temps de r¶eponse au champ appliqu¶e, de l'ordre de °¡1. Le courant ne suivant pas
instantan¶ement le champ, il est d¶ephas¶e par rapport µa celui-ci. Ce n'est que pour des fr¶equences trµes
petites devant ° qu'on retrouve une conductivit¶e r¶eelle.

Pour ¯xer un peu les ordres de grandeur, consid¶erons un bon m¶etal (cuivre) µa trµes basse fr¶equence.
La conductivit¶e est de l'ordre de 107 ¡1m¡1. La densit¶e num¶erique d'¶electrons s'obtient facilement en
calculant le nombre d'atomes par unit¶e de volume (chacun participant par un ¶electron µa la conduction).
On a environ N = 1028 m¡3. En assimilant la permittivit¶e di¶electrique relative µa 1, on trouve ainsi
l'ordre de grandeur du taux de relaxation ° ' 1013s¡1. Cet ordre de grandeur est relativement
r¶ealiste. Pour une propagation d'¶electrons dans un r¶eseau m¶etallique, il correspond assez bien au
temps moyen entre deux collisions avec les d¶efauts du r¶eseau ( joints de grains, dislocations....). Avec
ces mêmes ordres de grandeur, la fr¶equence plasma et de 1016 Hz. Elle est trµes ¶elev¶e par rapport au
taux de relaxation. Les longueurs d'onde correspondant au taux de relaxation sont dans le domaine
de l'infrarouge lointain alors que celles correspondant µa la fr¶equence de plasma sont dans l'ultraviolet
proche.

2L'ordre de grandeur de la vitesse d'ensemble dans les m¶etaux est le millimµetre par seconde, alors que les vitesses de
Fermi sont de l'ordre du centiµeme de celle de la lumiµere.
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Avec ce modµele simple de la conductivit¶e, on peut ¶ecrire le vecteur d'onde complexe d'une onde
plane se propageant dans le milieu en fonction de ! (relation de dispersion). On obtiendra:

k2 = k20²r

"
1 + i

!2p
!(° ¡ i!)

#
: (3.33)

En g¶en¶eral, k pr¶esente une partie imaginaire et l'onde est absorb¶ee dans le milieu. Les ¶electrons,
soumis µa une force de friction, dissipent en e®et de l'¶energie. Pour pr¶eciser un peu le comportement
de k, on peut s¶eparer trois domaines de fr¶equence selon les valeurs relatives de !, !p et °.

3.3.2 Propagation trµes basse fr¶equence

Nous considµererons ici une fr¶equence trµes basse par rapport au taux de relaxation:

! ¿ ° ¿ !p : (3.34)

La conductivit¶e est alors pratiquement r¶eelle:

¾ ' Nq2

m°
=
!2p²0²r

°
; (3.35)

(on retrouve le modµele de conductivit¶e de Drude dans ce r¶egime basse fr¶equence) et on peut ¶ecrire:

k2 ' k20²r
"
1 + i

!2p
°!

#
: (3.36)

Dans l'expression entre crochets, le second terme est trµes grand devant 1, qui peut être n¶eglig¶e.
L'extraction de la racine ne pose aucun problµeme et on trouve:

k = §(1 + i)=± ; (3.37)

avec

± =
1

k0

s
2°!

²r!2p
= c

r
2²0
¾!

; (3.38)

oµu on a not¶e que !2p = ¾°=²0²r. Les parties r¶eelles et imaginaires du vecteur d'onde sont donc
¶egales. L'onde s'amortit sur une distance ±, ¶egale µa la longueur d'onde dans le milieu. Une onde
¶electromagn¶etique ne peut p¶en¶etrer dans un milieu conducteur. C'est l'e®et de peau, bien connu des
techniciens des hautes fr¶equences.

Pr¶ecisons l'ordre de grandeur de la profondeur de peau, ±, pour un bon m¶etal comme le cuivre.
Elle est proportionnelle µa la racine carr¶ee de la longueur d'onde dans le vide µa la même fr¶equence.
Pour une trµes basse fr¶equence, ! = 2¼ £ 50 Hz, on trouve ± ' 3 cm. La profondeur de peau µa une
fr¶equence aussi basse est en g¶en¶eral trµes grande par rapport µa l'¶epaisseur des circuits ou des ¯ls. On
n¶eglige cet e®et le plus souvent en ¶electrotechnique sauf sur les lignes µa trµes haute puissance, de grand
diamµetre en g¶en¶eral. Cet ordre de grandeur montre aussi qu'il est trµes di±cile d'¶ecranter e±cacement
un circuit ¶electronique des trµes basses fr¶equences. Pour une fr¶equence beaucoup plus ¶elev¶ee, 2¼ £ 50
Mrd/s, par exemple, la profondeur de peau n'est plus que de 30 ¹m. A haute fr¶equence, le champ ne
p¶enµetre pratiquement pas dans le conducteur. Quand on veut transmettre une puissance importante,
il est donc pr¶ef¶erable de donner au conducteur la forme d'un ruban trµes aplati, ayant une ¶epaisseur de
l'ordre de la profondeur de peau. Cet ordre de grandeur prouve aussi que l'on peut trµes e±cacement
¶ecranter un circuit ¶electronique du bruit haute fr¶equence en le pla»cant dans un blindage m¶etallique
d'¶epaisseur mod¶er¶ee.
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3.3.3 Propagation haute fr¶equence

Consid¶erons maintenant le cas oµu la fr¶equence est sup¶erieure µa la fr¶equence de plasma et donc trµes
grande par rapport au taux d'amortissement:

! > !p À ° : (3.39)

La relation de dispersion s'¶ecrit alors, en n¶egligeant °:

k2 = k20²r

"
1¡ !

2
p

!2

#
: (3.40)

La quantit¶e dans le crochet ¶etant r¶eelle positive, la propagation s'e®ectue avec un vecteur d'onde r¶eel,
sans amortissement (nous avons en e®et ¶elimin¶e le taux de relaxation). L'indice de r¶efraction est:

n =

vuut²r
Ã
1¡ !

2
p

!2

!
: (3.41)

Dans le cas oµu ²r = 1, cet indice est plus petit que l'unit¶e. Cela re°µete le fait que la vitesse de phase
de l'onde:

vÁ =
!

k
=
c

n
=

cp
²r

1q
1¡ !2p=!2

; (3.42)

est plus grande que la vitesse de la lumiµere. Cette vitesse de phase ne correspond pas µa la vitesse de
propagation de l'¶energie, donn¶ee par la vitesse de groupe. Rien ne lui impose donc d'être plus petite
que c. La vitesse de groupe est donn¶ee par:

vg =
d!

dk
=

cp
²r

q
1¡ !2p=!2 : (3.43)

Elle est donc plus petite que c=
p
²r, comme il se doit. On remarquera d'ailleurs que:

vgvÁ =
c2

²r
: (3.44)

Cette relation, assez g¶en¶erale, est ¶egalement v¶eri¯¶ee pour la propagation dans les guides d'onde, la
fr¶equence de plasma ¶etant alors remplac¶ee par la fr¶equence de coupure du guide. Notons que la
vitesse de groupe tend vers z¶ero et que la vitesse de phase diverge quand la fr¶equence tend vers la
fr¶equence de plasma. Au voisinage imm¶ediat de cette fr¶equence, l'onde ne se propage pratiquement
plus. La fr¶equence de plasma joue donc bien le rôle d'une fr¶equence de coupure dans ce problµeme. Le
comportement en fr¶equence de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase est illustr¶e sur la ¯gure
3.1.

3.3.4 R¶egime interm¶ediaire

Nous consid¶ererons maintenant les fr¶equences plus faibles que la fr¶equence de plasma mais n¶eanmoins
trµes sup¶erieures au taux d'amortissement:

!p > ! À ° : (3.45)

La relation de dispersion peut alors encore s'¶ecrire, en n¶egligeant °:

k2 = k20²r

"
1¡ !

2
p

!2

#
: (3.46)
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Figure 3.1: Vitesse de groupe et vitesse de phase en fonction de !=!p, en unit¶es de la vitesse de la lumiµere dans le

milieu.
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La quantit¶e entre crochets est maintenant n¶egative et k est un imaginaire pur. Nous avons donc
une onde dont la phase est partout la même (vitesse de phase in¯nie) et dont l'amplitude d¶ecrô³t
exponentiellement dans le milieu avec une profondeur de p¶en¶etration:

± =
cq

²r(!2p ¡ !2)
: (3.47)

L'ordre de grandeur de cette profondeur de peau, sauf au voisinage imm¶ediat de la fr¶equence plasma
oµu elle diverge, est la longueur d'onde de plasma, c=!p. Il s'agit donc d'une quantit¶e trµes inf¶erieur au
micron. Il y a donc, µa la fr¶equence plasma, une discontinuit¶e trµes nette entre deux r¶egimes: un r¶egime
de trµes forte absorption au dessous de la fr¶equence plasma et un r¶egime de transparence parfaite au
dessus. Le conducteur doit donc pr¶esenter un comportement r¶esonnant µa la fr¶equence plasma. C'est
ce comportement que nous allons explorer maintenant.

3.3.5 Ondes de Plasma

Si nous nous pla»cons µa la fr¶equence de plasma, nous pouvons n¶egliger le taux d'amortissement °. Nous
pouvons alors voir que la conductivit¶e v¶eri¯e:

¾ = i²0²r!p : (3.48)

En ¶etablissant les ¶equations de propagation, nous avions explicitement exclu ce cas. C'est en e®et
seulement quand cette condition est v¶eri¯¶ee qu'il peut exister une densit¶e de charges dans le milieu. Si
½ est non nulle, il peut exister un champ ¶electrique de divergence non nulle. Si nous cherchons ce champ
sous la forme d'une onde plane, il s'agit d'une onde longitudinale, dont l'amplitude est colin¶eaire au
vecteur d'onde. Nous l'appellerons onde de plasma. En prenant la direction de propagation selon Oz,
nous pouvons donc chercher une solution en onde plane sous la forme:

Eze
i(kz¡!t)uz : (3.49)

On peut alors ¶ecrire le rotationnel de B:

r£B = ¹0[¾ ¡ i!p²0²r]E : (3.50)

Le crochet ¶etant pr¶ecis¶ement nul µa la fr¶equence de plasma, le rotationnel de B est nul. Le champ
magn¶etique, dont divergence et rotationnel sont nuls, est donc identiquement nul.

Physiquement, l'onde que nous venons de d¶ecrire correspond donc µa une modulation sinusoÄ³dale
de la densit¶e de porteurs libres dans l'espace µa un instant donn¶e. Il en r¶esulte un champ ¶electrique
longitudinal qui tend µa ramener les charges µa leur position d'¶equilibre. En l'absence d'amortissement, le
plasma oscille autour de cette position d'¶equilibre, µa une fr¶equence d¶etermin¶ee seulement par sa densit¶e,
!p. On pourra se convaincre ais¶ement que le vecteur d'onde de l'onde de plasma est complµetement
arbitraire car il n'existe aucune relation de dispersion.

Dans un plasma assez dense, les champs ¶electriques associ¶es aux ondes de plasmas peuvent être
trµes intenses. Il a ¶et¶e sugg¶er¶e de les utiliser pour r¶ealiser des acc¶el¶erateurs de particules. Un battement
entre deux faisceaux lasers de fr¶equences sup¶erieures µa la fr¶equence de plasma, se propageant donc
librement, se couple par des e®ets non lin¶eaires µa la densit¶e de charges et excite une onde de plasma. Il
est possible, en choisissant correctement les vecteurs d'onde incidents d'accorder la vitesse de phase de
l'onde de plasma µa celle de la particule en acc¶el¶eration et de faire en sorte qu'elle soit toujours soumise
µa un champ ¶electrique acc¶el¶erateur. Au moins sur le papier, ces acc¶el¶erateurs lin¶eaires µa plasma
devraient avoir des performances tout µa fait remarquables. Il ne reste qu'µa vaincre les nombreuses
di±cult¶es techniques.
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3.4 Relations de passage

Nous avons consid¶er¶e jusque-lµa la propagation dans un milieu lin¶eaire homogµene. Nous allons main-
tenant, en route vers l'optique g¶eom¶etrique, nous poser le problµeme d'une discontinuit¶e plane (au
moins localement) entre deux milieux lin¶eaires de caract¶eristiques di®¶erentes. Nous aurons µa l'esprit
surtout les interfaces entre di¶electriques transparents mais la plupart de nos r¶esultats s'appliqueront
µa des milieux arbitraires. Nous commencerons par ¶etablir les relations de continuit¶e v¶eri¯¶ees par les
champs ¶electrique et magn¶etique de part et d'autre de l'interface. Nous en d¶eduirons ensuite, en con-
sid¶erant le passage d'une onde plane d'un milieu µa l'autre, les lois de Descartes de la r¶e°exion et de la
r¶efraction. En¯n, nous ¶etablirons les relations de Fresnel qui lient les amplitudes des ondes r¶e°¶echie,
r¶efract¶ee et incidente.

3.4.1 Conditions aux limites

Nous consid¶erons donc une interface entre deux milieux 1 et 2, au voisinage d'un point oµu la normale
µa l'interface, orient¶ee conventionnellement de 1 vers 2, est n. Nous calculerons °ux et circulation des
champs sur deux types d'objets.

Nous consid¶ererons d'abord une \bô³te de Camembert, cylindrique, de base dS. Les deux faces
sont parallµeles µa la surface, situ¶ees imm¶ediatement au dessus pour l'une et au dessous pour l'autre.
La paroi lat¶erale a une surface in¯nit¶esimale par rapport µa dS. Le °ux de B µa travers la bô³te doit
être identiquement nul. Le °ux sur la surface lat¶erale ¶etant n¶egligeable, on a donc:

(B2 ¡B1) ¢ n = 0 ; (3.51)

oµu B2 et B1 d¶esignent les champs magn¶etiques de part et d'autre de la surface, au voisinage imm¶ediat
du point consid¶er¶e. La composante normale µa la surface du champ magn¶etique est donc continue. En
appliquant le même raisonnement au d¶eplacement ¶electrique, on a:

(D2 ¡D1) ¢ n = ¾ ; (3.52)

oµu ¾ est une ¶eventuelle densit¶e surfacique de charges libres localis¶ee sur la surface. La composante
normale du d¶eplacement ¶electrique pr¶esente donc la même discontinuit¶e qu'en ¶electrostatique.

Les deux autres ¶equations de Maxwell portent sur des rotationnels. Nous utiliserons donc la
circulation des champs sur un contour rectangulaire. Les deux grands côt¶es sont parallµeles µa la surface,
de longueur dl selon un vecteur unitaire u. Un des côt¶es est situ¶e dans le milieu 1, l'autre dans le
milieu 2. Les deux petits côt¶es, perpendiculaires µa l'interface, ferment le rectangle. Leur longueur est
in¯nit¶esimale par rapport µa dl. La circulation de E sur ce contour est ¶egale µa la d¶eriv¶ee temporelle
du °ux du champ magn¶etique µa travers le contour. Le champ magn¶etique est sûrement born¶e au
voisinage de l'interface, même s'il est discontinu. Le °ux de ce champ dans le contour, dont la hauteur
est in¯nit¶esimale par rapport µa la longueur, est donc n¶egligeable. Le circulation de E sur ce contour
est donc nulle:

(E2 ¡E1) ¢ udl = 0 : (3.53)

u ¶etant un vecteur arbitraire perpendiculaire µa n, cette relation exprime que la composante tangentielle
du champ ¶electrique est continue. Elle peut aussi s'¶ecrire:

(E2 ¡E1)£ n = 0 : (3.54)

Ecrivons en¯n l'¶equation de Maxwell{Ampµere. La circulation de H sur le contour fait intervenir la
d¶eriv¶ee par rapport au temps du °ux de D. Comme B plus haut, D est une quantit¶e born¶ee au
voisinage de l'interface et ce °ux est n¶egligeable. En revanche, le courant de conduction des charges
libres peut avoir un °ux non nul µa travers le contour s'il s'agit d'un courant surfacique. Ce °ux pourra
s'¶ecrire dl js ¢ v, en posant v = n £ u (il s'agit ¶evidemment du vecteur d¶e¯nissant la normale µa la
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surface rectangulaire s'appuyant sur notre contour). js est la densit¶e de courant surfacique, int¶egrale
d'un courant volumique trµes localis¶e au voisinage de l'interface, sur une ¶epaisseur in¯nit¶esimale par
rapport µa toutes les longueurs consid¶er¶ees ici. Notons que la dimension de js est celle d'un courant
divis¶e par une longueur (ou d'une densit¶e de courant multipli¶ee par une longueur). On obtient donc
une intensit¶e en int¶egrant js sur une ligne trac¶ee sur la surface. On a donc ¯nalement:

(H2 ¡H1) ¢ u = js ¢ v = js ¢ (n£ u) = u ¢ (js £ n) : (3.55)

Cette relation ¶etant vraie pour toute orientation de u parallµelement µa la surface, on a:

H2 ¡H1 = js £ n ; (3.56)

ou:

n£ (H2 ¡H1) = js : (3.57)

On peut ¯nalement regrouper les conditions au limites pour les quatre champs sous la forme:

n ¢ (D2 ¡D1) = ¾ (3.58)

n£ (E2 ¡E1) = 0 (3.59)

n ¢ (B2 ¡B1) = 0 (3.60)

n£ (H2 ¡H1) = js ; (3.61)

pour lesquelles on prendra garde que n est orient¶e de 1 vers 2. En ajoutant les relations d¶e¯nissant
les susceptibilit¶es, ces ¶equations d¶eterminent complµetement les discontinuit¶es des champs au passage
de la surface. On aura ¶evidemment not¶e que ces ¶equations sont les mêmes qu'en ¶electrostatique ou
en magn¶etostatique. Comme nous n'avons, pour les ¶etablir, consid¶er¶e qu'un domaine in¯nit¶esimal au
voisinage de la surface, il est assez clair que les ph¶enomµenes de propagation, ou même d'induction, ne
peuvent jouer aucun rôle.

3.4.2 Passage entre deux milieux di¶electriques

Consid¶erons maintenant, pour nous rapprocher encore de l'optique, une onde plane incidente sur un
dioptre plan entre deux milieux di¶electriques, non magn¶etiques, de permittivit¶es di¶electriques relatives
(¶eventuellement complexes) ²1 et ²2. Nous noterons ki le vecteur d'onde incident. Cette onde se
propage dans le milieu 1. L'interface ¶etant d¶epourvue de toute densit¶e de charges ou de courants
libres, les composantes tangentielles de E et de H et les composantes normales de D et de B sont
continues. En fait, les relations de dispersion dans les deux milieux et ces conditions aux limites ne
peuvent être satisfaites que s'il existe, dans le milieu 2, une onde transmise de vecteur d'onde di®¶erent
kt et une onde r¶e°¶echie dans le milieu 1, de vecteur d'onde kr.

Lois de Descartes

Les conditions de passage entre les deux milieux ¶etant lin¶eaires, elles ne pourront être satisfaites µa
tous les instants que si ces trois ondes ont exactement la même fr¶equence !. Notons qu'il existe des
interfaces, parfois trµes simples comme la surface de l'eau, qui possµedent des propri¶et¶es non lin¶eaires
et sont capables de r¶e°¶echir l'harmonique deux de la fr¶equence incidente. Ce genre de ph¶enomµene,
fournissant de pr¶ecieux renseignements sur la structure de l'interface (orientation des mol¶ecules par
exemple) ¶etant trµes marginal, nous le n¶egligerons ici.

Toutes les relations de passage peuvent donc, en ¶eliminant les facteurs oscillants communs, se
mettre sous la forme:

aeiki¢r + beikr ¢r + ceikt¢r = 0 ; (3.62)
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oµu r est un point du dioptre et a; b; c des coe±cients constants ne d¶ependant que de la g¶eom¶etrie
des ondes et de leurs polarisations. Pour que ces relations soient v¶eri¯¶ees quel que soit r, il faut
¶evidemment que (ki¡kr) ¢r et (ki¡kt) ¢r soient des constantes en fonction de r. En prenant l'origine
sur la surface, ces constantes sont nulles et on en d¶eduit que ki ¡ kr et ki ¡ kt sont perpendiculaires
µa la surface. On en d¶eduit donc la premiµere loi de Descartes: les trois vecteurs d'onde ainsi que la
normale n au dioptre sont dans un même plan.

Dans ce plan, nous d¶e¯nirons l'angle d'incidence µi comme l'angle de ki avec la normale au dioptre
orient¶ee dans la direction du rayon incident (¡n avec nos notations). Nous d¶e¯nirons de même l'angle
de r¶e°exion, µr et l'angle de r¶efraction, µt, d¶e¯ni, cette fois, par rapport µa n. On peut alors ¶ecrire,
dans le plan d'incidence, l'¶egalit¶e des composantes selon la surface des trois vecteurs d'onde. Quand
on note que les modules de ki et kr sont les mêmes puisque ces ondes se propagent dans le même
milieu, on en d¶eduit imm¶ediatement l'¶egalit¶e des angles d'incidence et de r¶e°exion (deuxiµeme loi de
Descartes). Finalement, en ¶ecrivant que ki = n1!=c et kt = n2!=c, oµu n1 et n2 sont les indices de
r¶efraction des deux milieux, on ¶etablit:

n1 sin µi = n2 sin µt ; (3.63)

la troisiµeme loi de Descartes. Finalement, les lois de la r¶e°exion et de la r¶efraction de l'optique
g¶eom¶etrique se d¶eduisent simplement de l'existence et de la lin¶earit¶e des conditions aux limites.
Elles sont donc trµes g¶en¶erales et peuvent, par exemple, s'appliquer avec des modi¯cations mineures µa
l'acoustique.

La troisiµeme loi de Descartes contient bien sûr le ph¶enomµene de r¶efraction limite quand on passe
d'un milieu d'indice fort µa un milieu d'indice faible. Il n'y a plus alors d'angle r¶eel qui satisfasse aux
lois de Descartes pour le faisceau transmis et toute l'¶energie incidente est r¶e°¶echie. On peut cependant
accorder dans ce cas un peu plus de cr¶edit aux lois de Descartes qu'on ne le fait habituellement. L'angle
de r¶efraction devrait avoir un sinus plus grand que 1. C'est donc un angle complexe. Le vecteur d'onde
dans le milieu 2 est donc un vecteur d'onde complexe (au moins dans la direction normale). On a
donc, dans le milieu 2, une onde ¶evanescente, avec une profondeur de peau de l'ordre de la longueur
d'onde (divis¶ee par 2¼ quand on fait le calcul complet). Nous laissons au lecteur le soin de d¶eterminer
plus pr¶ecis¶ement les caract¶eristiques de cette onde.

Coe±cients de Fresnel

Nous n'avons utilis¶e, pour ¶etablir les lois de Descartes, que l'existence des conditions de passage et
leur lin¶earit¶e. En fait, ces relations sont connues et nous pouvons maintenant les utiliser pour ¶ecrire
explicitement les relations entre les amplitudes des ondes incidente et r¶e°¶echie. La g¶eom¶etrie du
problµeme est assez complexe si nous consid¶erons une onde incidente de polarisation quelconque. Nous
pouvons utiliser une fois de plus la lin¶earit¶e et ne consid¶erer en fait que deux cas: une polarisation dans
le plan d'incidence (polarisation conventionnellement appel¶ee ¼) et une polarisation perpendiculaire
au plan d'incidence (appel¶ee polarisation ¾). Les relations de continuit¶e des composantes imposent
bien sûr que, si le champ ¶electrique incident est ¼ (¾) les champs r¶e°¶echis et transmis seront aussi
de polarisation ¼ (¾). Les polarisations des di®¶erentes ondes sont donc ¶equivalentes. Les conventions
d'orientation pour les amplitudes des champs ¶electrique et magn¶etique sont r¶esum¶ees sur la ¯gure 3.2.

Consid¶erons d'abord le cas de la polarisation ¾. Parmi toutes les relations possibles, nous ¶ecrirons
la continuit¶e des composantes tangentielles de E et B. Ces deux relations s'¶ecrivent, en termes des
amplitudes complexes, avec les conventions d'orientation de la ¯gure:

Ei + Er = Et (3.64)

¡Bi cos µi +Br cos µr = ¡Bt cos µt : (3.65)

En remarquant que B = nE=c, on peut ¶ecrire la seconde relation en fonction des champs ¶electriques.
En exprimant alors Er = Et¡Ei µa partir de la premiµere relation et en utilisant l'¶egalit¶e des angles de
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Figure 3.2: Conventions d'orientation des champs ¶electrique et magn¶etique pour l'¶etablissement des relations de Fresnel.

A gauche, polarisation dans le plan d'incidence (¼). A droite, polarisation perpendiculaire au plan d'incidence (¾)

r¶e°exion et de r¶efraction, on tire de la seconde ¶egalit¶e:

Et =
2n1 cos µi

n2 cos µt + n1 cos µi
Ei (3.66)

et en¯n

Er =
n1 cos µi ¡ n2 cos µt
n2 cos µt + n1 cos µi

Ei : (3.67)

Ce sont les relations de Fresnel qui donnent les amplitudes des ondes r¶e°¶echie et r¶efract¶ee en fonction
de celle de l'onde incidente.

En polarisation ¼, le calcul est essentiellement le même. On ¶ecrit les continuit¶es des composantes
tangentielles de E et B:

Bt = Bi +Br (3.68)

Ei cos µi ¡ Er cos µr = Et cos µt : (3.69)

On en d¶eduit les relations de Fresnel:

Et =
2n1 cos µi

n1 cos µt + n2 cos µi
Ei (3.70)

Er =
n2 cos µi ¡ n1 cos µt
n1 cos µt + n2 cos µi

Ei (3.71)

Le cas de l'incidence normale m¶erite une consid¶eration particuliµere. En polarisation ¾, en prenant
tous les angles nuls, on trouve:

Et =
2n1

n1 + n2
Ei (3.72)

Er =
n1 ¡ n2
n1 + n2

Ei ; (3.73)

alors qu'on trouve en polarisation ¼:

Et =
2n1

n1 + n2
Ei (3.74)

Er =
n2 ¡ n1
n1 + n2

Ei ; (3.75)
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Ces deux r¶esultats devraient être identiques, les polarisations ¼ et ¾ ¶etant physiquement indistin-
guables. La di®¶erence de signe sur l'amplitude r¶e°¶echie provient d'une di®¶erence dans nos choix
d'orientation pour les deux polarisations. Quand l'angle d'incidence tend vers z¶ero, Ei et Er ont la
même orientation de r¶ef¶erence en polarisation ¾, alors qu'ils sont oppos¶es en polarisation ¼. Assez
¶etrangement, ces conventions de signe quelque peu absurdes ont surv¶ecu µa des g¶en¶erations de manuels...

On peut d¶eduire de lµa les coe±cients de transmission et de r¶e°exion pour l'¶energie. Les quantit¶es
physiquement int¶eressantes sont les °ux normaux µa la surface:

nx cos µxjExj2 ; (3.76)

avec x = i; r; t.Soit R le rapport des °ux normaux r¶e°¶echi et incident, T le rapport des °ux transmis et
incident. Leurs expressions sont complexes, mais faciles µa obtenir µa partir des coe±cients de Fresnel.
En incidence normale, on trouve:

R =

¯̄̄̄
n1 ¡ n2
n1 + n2

¯̄̄̄2
(3.77)

T =
4n1n2

jn1 + n2j2 ; (3.78)

qui v¶eri¯ent ¶evidemment R+T = 1 (cette relation, exprimant la conservation de l'¶energie, est d'ailleurs
v¶eri¯¶ee quelque soit l'incidence)

Notons qu'en polarisation ¼, Er s'annule si:

n2 cos µi = n1 cos µt : (3.79)

En combinant cette relation avec la troisiµeme loi de Descartes, on voit que cela correspond µa

cos µt = sin µi (3.80)

sin µt = cos µi (3.81)

soit encore
µt + µi = ¼=2 (3.82)

et
tan µi =

n2
n1
: (3.83)

Pour cette incidence particuliµere, appel¶ee incidence de Brewster, les rayons r¶efract¶es et r¶e°¶echis sont
perpendiculaires et l'amplitude r¶e°¶echie est strictement nulle. On peut d'ailleurs se faire une image
assez intuitive du m¶ecanisme de l'incidence de Brewster. Physiquement, l'onde r¶e°¶echie doit être
rayonn¶ee par des dipôles situ¶es au voisinage de l'interface, dans le mat¶eriau 2. Ces dipôles sont
orient¶es selon la polarisation de l'onde r¶efract¶ee. A l'incidence de Brewster, ils sont donc align¶es avec
la direction de propagation de l'onde r¶e°¶echie. Le rayonnement d'un dipôle ¶etant nul le long de son
axe, on comprend bien que l'intensit¶e r¶e°¶echie doive être nulle dans ce cas.

On combat au moyen de l'incidence de Brewster les r¶e°exions parasites qui sont sources de pertes
dans les systµemes optiques. Les tubes µa plasma des lasers µa gaz, par exemple, qui contiennent le
milieu ampli¯cateur dans la cavit¶e laser, sont ferm¶es par des fenêtres µa l'incidence de Brewster, qui
n'introduisent donc aucune perte pour la polarisation convenable. La cons¶equence en est que le
rayonnement de ces lasers pr¶esente une polarisation lin¶eaire ¼.

Notons ¯nalement que les relations de Fresnel s'appliquent tout aussi bien au cas des indices
de r¶efraction complexes. Prenons par exemple le cas de l'incidence normale sur un m¶etal µa basse
fr¶equence, depuis l'air. L'indice n1 est alors ¶egal µa 1 et l'indice n2 µa:

n2 = (1 + i)x ; (3.84)



3.4. RELATIONS DE PASSAGE 341

avec:

x =

s
²r!2p
2°!

À 1 : (3.85)

On en d¶eduit le coe±cient de r¶e°exion pour l'¶energie:

R =
(1¡ x)2 + x2
(1 + x)2 + x2

' 1¡ 2

x
: (3.86)

Le coe±cient de r¶e°exion est donc trµes voisin de 1, la di®¶erence s'exprimant facilement en fonction
des caract¶eristiques du conducteur ou de la profondeur de peau ±:

1¡R = 2k0± : (3.87)

Plus grande est la conductivit¶e, plus petite est la profondeur de peau et meilleure la qualit¶e du miroir
m¶etallique.


