Feuille d’exercice 3: Martingales discrétes et
temps d’arret

April 5, 2021

Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercise 1. Soit X, des variables iid telles que E(X;) = 0, et on pose JF,, =
0((Xk)k<n) la filtration canonique associé¢ & X,,. Dans ce qui suit martingales,
surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration (F,)nen.

0O A, =Y }_, 3X} est une martingale.
O B, = Zié kX est une martingale. Faux
ocCc,= ZZ:1 k2X;, — 3n est une sousmartingale. Faux
O D, = (A,)* est une sousmartingale.
Solution 1. En effet
1. Oui, (3X,,)nen sont des variables indépendentes de moyenne nulle.
2. Non B, n’est pas JF, mesurable

3. Non, E(Cp41|Fn) = C,, — 3 < Cy, est une surmartingale et non une sous-
martingale

4. Oui, puisque A,, est une martingale et x — z* est une fonction convexe
(Jensen).

Exercise 2. Soit F,, une filtration et G,, un processus adapté.
O Ty = min(k € N|Gj > 1) est un temps d’arret.
O Tp = min(k > T1|G) < 0) est un temps d’arret.

O T3 = max(k € N|Gj, = 0) est un temps d’arret. Faux

0 siGp<0
07T, = . 0=" est un temps d’arret.
4 sinon



(temps d’arret évidement sous entendu pour F,.)
Solution 2. En effet

1. Oui, comme dans le cours {T1 = n} = Ng<n{Gr < 1} N {G,, > 1}est bien
Fmesurable.

2. Oui, {Ty =n} = Ujen[{T1 =1} Nick<n {Gr = 0} N{G,, < 0}] est bien F,
mesurable. En régle général, le temps de la k-iéme visite d’un processus
adapté est également un temps d’arret.

3. Non, voir cours.

4. Oui, Ty est Fy mesurable. Donc en particulier pour tout &k, {Ty = k} €
Fo C Fk.

Exercise 3. Soit F,, une filtration et (M, )nen une martingale et (Ny,),en une
sousmartingale , soit R,, et P, des processus predictibles positifs.

0O A, = Zzzl(Mk — My,—1) My, est une martingale. Faux

0O B, =Y (Mg — Mj_1)Mj,_; est une martingale.

0odC,=— ZZ=1(N1€ — Ni—_1)2Ry, est une sousmartingale. Faux

O D, =Y _ (N, — Nk,l)(Zle P;) est une sousmartingale.
Solution 3. En effet

1. Non, M}, n’est pas prévisible.

2. Oui Mj_, est prévisible.

3. Non, puisque —2R; < 0 finalement C,, est une surmartingale et non une
sousmartingale.

4. Oui, (Zle P;) est prévisible positif.

Exercise 4. Soit F,, une filtration, (M,,)nen une martingale avec My = 2 p.s.
et T un temps d’arret fini p.s.

O E(Muar) =2

O E(Myp) = 2 Faux

O Si3C > 0,Yn € N,|M,| < C p.s, alors E(My) = 2

O Si3C > 0,Vn € N,E(|M,]) < C alors E(My) = 2 Faux
Solution 4. En effet

1. Oui, puisque M, A7 est une martingale, on a toujours E(M,a7) = E(Moar) =
E(Mp) =2



2. Non, les hypothéses sont ici insuffisantes. Contre exemple : la marche
aléatoire sur N, My = 2 avec le temps d’arret min(k : My = 0). Alors
E(Mr) = 0.

3. Oui, on a M,n7 — My car T est fini p.s. Donc par théoréme de conver-
gence dominé : 2 = E(M,ar) — E(Mr) et donc E(Mr) = 2.

4. Non, méme exemple qu’au dessus: E(|Myar|) = 2 mais E(Mr) = 0.

Exercise 5. Soit X,, une suite de variables aléatoires iid tel que P(X; = —1) = p
et P(X; =1)=1—pavec p > 1/2 et F, la filtration canonique pour (X, )nen:

0O A, =Y }_, X) est une martingale Faux
0O B, =10+ Y ;_, Xi + (2p — 1)n est une martingale
O Soit T =inf[k € N, Ay + 10 =0]. Alors T < oo p.s.
0 ET) =52
Solution 5. En effet
1. Non, E(Api1|Fn) =Yy Xk + E(Xpq1) = A, — (2p — 1) < A,,.
2. Oui, E(By41|Fn) =10+ >0 Xi+(2p—1)n+E(X, 1)+ (2p—1) = B,

3. Oui, Pour T, on peut remarquer que 0 < E((10 + A)ny1yar) < E((10 +
A)par) —P(T > n)(2p — 1) et donce ) . P(T > n) < cc.

4. De méme on a en fait E((2p+1)(n AT)) —E((10+ A)p,a7) = 10 car B est
une martingale. De plus

E((2p+1)(nAT)) = (2p+ DE(T)

par croissance monotone et E((10 + A),a7r) — 0.



