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Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercise 1. Soit Xn des variables iid telles que E(X1) = 0, et on pose Fn =
σ((Xk)k≤n) la filtration canonique associé à Xn. Dans ce qui suit martingales,
surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration (Fn)n∈N.

2 An =
∑n

k=1 3Xk est une martingale.

2 Bn =
∑n+1

k=2 kXk est une martingale.

2 Cn =
∑n

k=1 k
2Xk − 3n est une sousmartingale.

2 Dn = (An)
4 est une sousmartingale.

Exercise 2. Soit Fn une filtration et Gn un processus adapté.

2 T1 = min(k ∈ N|Gk > 1) est un temps d’arret.

2 T2 = min(k > T1|Gk < 0) est un temps d’arret.

2 T3 = max(k ∈ N|Gk = 0) est un temps d’arret.

2 T4 =

{
0 si G0 ≤ 0

4 sinon
est un temps d’arret.

(temps d’arret évidement sous entendu pour Fn.)

Exercise 3. Soit Fn une filtration et (Mn)n∈N une martingale et (Nn)n∈N une
sousmartingale , soit Rn et Pn des processus predictibles positifs.

2 An =
∑n

k=1(Mk −Mk−1)Mk est une martingale.

2 Bn =
∑n

k=1(Mk −Mk−1)Mk−1 est une martingale.

2 Cn = −
∑n

k=1(Nk −Nk−1)2Rk est une sousmartingale.

2 Dn =
∑n

k=1(Nk −Nk−1)(
∑k

i=1 Pi) est une sousmartingale.
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Exercise 4. Soit Fn une filtration, (Mn)n∈N une martingale avec M0 = 2 p.s.
et T un temps d’arret fini p.s.

2 E(Mn∧T ) = 2

2 E(MT ) = 2

2 Si ∃C > 0,∀n ∈ N,|Mn| < C p.s, alors E(MT ) = 2

2 Si ∃C > 0,∀n ∈ N,E(|Mn|) < C alors E(MT ) = 2

Exercise 5. SoitXn une suite de variables aléatoires iid tel que P(X1 = −1) = p
et P(X1 = 1) = 1− p avec p > 1/2 et Fn la filtration canonique pour (Xn)n∈N:

2 An =
∑n

k=1Xk est une martingale

2 Bn = 10 +
∑n

k=1Xk + (2p− 1)n est une martingale

2 Soit T = inf[k ∈ N, Ak = −10]. Alors T <∞ p.s.

2 E(T ) = 10
2p−1
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