Feuille d’exercice 12, Variation quadratique
martingale continue. Correction

June 9, 2021

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Par défaut on supposera que les martingales satisfont E(M?) < oo pour tout
t>0.

Exercise 1. Soit (By);>¢ et (Bt)tzo deux mouvements brownien indépendant
et (M¢)i>0, (Nt)e>0 deux martingales continue issues de 0.

O Si (M,M)=(N,N) psalors M =N ps. FAUX

O limy, o | ZZ:1 Br(Br — Br-1) — 22:1 Bi-i(Br — Bi-1)| =1. VRAI
O (B,B); = 0. VRAI

O (2B — B,2B — B); = 3t. FAUX
Solution 1. En effet,

1. Non, On peut choisir M = B et N = B alors (M,M); = (N,N); =t ps
pour tout ¢.
2. Oui .
lim [ (B — Bia)(Be — B )| = (B, B)1 = 1
k=1
en probabilité.
3. Oui, on peut vérifier que B;B; est déja une martingale.
4. Non, On a
(2B — B,2B — B), = 4(B, B), — 4B, B) + (B, B),
= 5t.

Exercise 2. Soit (M,;);>0 une martingale continue, X, un processus continue
et Se = inf{t > 0, (M, M); > €}.



0 Silim, e B, [ Xk — > = |2) = 0 alors X; = X p.s FAUX
O E((Mgas, — Mo)?) < e VRAI
O {(M,M), =0} C {M; = My} p.s. VRAI
O {M, = My} C {{M,M), =0} ps. FAUX
Solution 2. En effet,

1. Non, ici on a simplement que la variation quadratique de X est nulle.
C’est par exemple le cas pour X & variation finie.

2. Oui (M; — My)? — (M, M); est une martingale. Donc avec S, un temps
d’arret on a

E((Mins, — Mo)?) = E((M, M)ns,)
<e€

par définition de S..

3. Oui, (rappel notation I'ensemble ici est {w € Q, (M, M);(w) = 0} C Q).
On réécrit {(M, M) = 0} = Neso{(M, M); < €} = Ne>0{Sc > t}. Fixons
n,€ > 0. Alors par la question précédent

P({t < 8.} 0 {I(M, — My| > n}) < —E(Lics, (M, — My)?)

3
[

—

< SE((Mins, — Mo)?)

<

SAEE

On a alors que P(Neso{t < S }N{|(M;—Moy| > n}) = 0 quelque soit n > 0
et on peut conclure P({{(M, M), = 0} N {|(M; — My| > 0}) = 0.

4. Non, Par exemple soit B un mouvement brownien et T' = inf{t > 1, B; =
0}. Alors M; := Biar est une martingale continue. On a que P(M; =
0) = P(T < 2) > 0. Donc P({My = Mp}) > 0. Par contre (M, M)y =
(B,B)aar =2 AT > 1. Donc P({(M,M)2 = 0}) = 0. En particulier on
ne peut pas avoir {Ms = My} C {(M, M)z = 0}.

Exercise 3. Soient (X;):>0, (Y:):>0 des semimartingales continues issue de 0.
O E(X1Y7) =E((X,Y);). FAUX

O Si pour tout s > 0, lim,_, E(Z}ffﬂ Ve — Yi1|?) = 0 alors Y est a
variation finie. VRAI !

O Si il existe A un processus & variation finie tel que X = Y + A alors
(X,)Y)=(X,X)=(Y,Y). VRAI



O Si X,Y sont des matingales avec (X,Y); = 0 alors X et Y sont indépen-
dantes. FAUX

Solution 3. En effet,

L. Non, Ceci n’est vrai que pour des martingales (ie si X et Y n’ont pas de
composante & variation finie). Par exemple si X = A et Y = A deux
processus & variation finie. Alors (X,Y) = 0 mais a priori E(X,Y;) # 0.

2. Oui, On écrit Y = M + A avec M une martingale continue et A a variation
fini. On a que

[ns)
nlixgoE(lcz Ve = Vi |*) = (Y,Y), = (M, M), =0
=1

pour tout s. Donc M = 0 p.s (voir exercice précédent ou utiliser que
E(M2) = 0). Donc Y = A est a variation finie.

3. Oui, On aici que X = M + AetY = M+ A+ A avec M une martingale
continue et A, A & variation finie. Alors

(M, M) = (X,Y) = (X, X) = (Y, Y).

4. Non, On peut construire le contre-exemple suivant. Soit B, B deux mou-
vements browniens indépendants et X une bernoulli : P(X =0) =P(X =
1) = % On pose Fy = 0((Bs)s<t, (BS)S§t7X)7 en particulier X est Fy
mesurable. On pose M; = X By et M, = X B, alors on vérifie que M et
M sont des martingale et que (M, M) = 0 p.s. Par contre pour tout ¢ > 0
on a .
{M, =0} = {X =0} = {M, = 0}

p-s. Les martingale M et M ne sont donc pas indépendantes.

Exercise 4. Soit (M;);>o une martingale continue avec My = 0. Pour n € N*
on pose T, = inf{t > 0: |M| > n} et S, =inf{t > 0: (M, M), =n}.

O {lim; 0o M; existe et est finie} = (J,, cy{Tn = o0}. VRAI

O {T, =0} C{{M, M), < oo} p.s. VRAI

O Pour tout n, E(M? g ) < co. VRAI

O {limy— oo M; existe et est finie} = {(M, M)s < o0} p.s VRAI
Solution 4. En effet,

1. Oui, Puisque M est continue,

{tlim M, existe et est finie} C {3In € N,Vt > 0,|M;| < n}
—00

= U{Tn:oo}

neN



Inversement soit n € N. Alors Mar, est une martingale uniformément
bornée. Donc elle converge p.s. Donc

{T,, =0} N {tlim M, existe et est finie} = {T,, = co} N {tlim Minr, existe et est finie}
bde el — 00
={T,, = oo}

c’est adire {T,, = oo} C {lim;_,o M; existe et est finie} et donc Upen{T,, =
oo} C {lims_, oo M; existe et est finie} .

. Oui On a
E(l7, =0 (M, M)) = tILI{)IOE(lTn:oJM, M)int,)

< Jim B((M, M)r,)
= Jim E(M,z,)
<n?
< o0

et donc P{T},, = oo} N {{M, M) = o0}) =0.

. Oui, on a directement que

E(Mt%\sn) =E({(M,M)¢rs,) <n < oo.

. Oui, Avec la partie 1 et 2 on a que {lim; o, M; existe et est finie} C
{{M, M) < oo}. Montrons l'autre inclusion. On a

{M, M) <0} =Upen{{M, M) <n} =Upen{Sn = o0}.

On a que M;as, est une martingale uniformément bornée dans L? donc
elle converge p.s. (et dans L?). Alors comme dans 1,

{5, =o0}N {tlim M, existe et est finie} = {5, = oo} N {tlim Mips, existe et est finie}
—00 —00
= {5, = oo}

c’est adire {S,, = oo} C {lim;_, o M; existe et est finie} et donc U, en{S, =
oo} C {lims_, oo M; existe et est finie} .



