Feuille d’exercice 8, Martingale et mouvement
brownien

May 2, 2021

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercise 1. Soit (B;)cr, un mouvement brownien. Pour tout v > 0 on note
T, =inf{t: B; = u}

0O Soit 0 < a < b, T, et T, — T, sont indépendants.

O Pour tout a > O et t > 0, P(T, < t) = P(Th < %) = P(T < 1).
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O Pour tout s < t, P(T} € [s,t]) = 2( 217rt floo e’zz/ﬂdz—\&lﬁ floo 67I2/25dx)

O E(T1) < co. FAUX
Solution 1. En effet

1. Oui, Par la propriété de Markov forte Biyr, — By, est un mouvement
brownien indépendant de Fr,. Donc T = inf{t : By, 7, — By, = b—a} est
indépendant de T,,. Puisque By, = a, on a alors que T = inf{t: Byrr, =
b} =T, — T,.

2. Oui, on a

P(T, <t)=P( sup B > a)
s€0,t]

1
=P( sup —Bgz, >1)
uelo, ] @
=P( sup B, >1)
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ou on a utilisé le changement d’échelle du mouvement brownien. On a
également

P(T, <t)=P(sup Bs >a)

s€[0,t]
P( s L By > )
= up —F&=Dty = —&=
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a
=P(sup B, > —=)
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. Oui on

P(Ty <t) =P( sup B, > 1)
u€[0,t]

=2P(B; > 1)
67m2/2td1‘
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De méme P(T < s) = e=2*/25 4z et donc
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]P(Tl S [S,t]) = P(Tl < t) — ]P(Tl < S)
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. Non, Pour t>1on a
2 2
P(Ty >t ~P(Ty <t) / e Py a0 | =
( 1 ) ( 1 \/ﬁ Tt
Alors
oo
E(Ty) :/ P(Ty > t)d / \/ dt
0
Autre preuve : Par symmeétrie on a E(T} et P(Th < T—) =
P(T_1 < Ty) = 5. On écrit

E(Ty) = E(Th 1T1<T71)+E(T1 lr <) = E(AT-1)+E(Ty —T-1)17_, <1,)

Par propriété de markov forte B, 7 , —Br , est un mouvement brownien.
On pose T = inf{t : Biyr_, — Br_, > 2} Puisque Br_, = —1 on a
T=(Ty —T-1) si T_1 < Tj. De plus T a la méme loi que 7% et donc

E(T) = E(T> - Ty) + Tl) = 2E(T)).

Conclusion en utilisant que P(T_, < T}) = 2 et que T est indépendant de
Fr_,ona

E(Ty) =E(Ty AT_1) + %E(T) =E(Ty AT_1) + E(T})

absurde si E(T7) < oo



Exercise 2. Soit (B;);er, un mouvement brownien, T, = inf{t : B, = a} et
Wt - tBl/t'

O Pour tout € > 0, P(Supte[O,M] B; > eM) — 0lorsque M — oo.

O W; est un mouvement brownien.

O Soit a > 0, pour tout ¢t > 0 P(Vs > t: B, < as) =P(T, > 1)

O Pour tout A >0, § >0, P(3s € (0,6) : B, > As'/?) = 1.
Solution 2. En effet

1. Oui,

1
P( sup By >eM)=P(sup ——=Bpy:>eVM)=P( sup B; >eVM)
te[0,M] te[o,1] VM te[0,1]

qui tend vers 0 pour M — oo.

2. Oui, on a déja vérfié que (Wy,, -+, Wy, ) est un vecteur gaussien avec
E(W;W,) = min(s,t) pour tout s,t et que (Ws)se(0,00) est continue. Il
reste juste a vérifier la continuité en 0. On a

sup W = max sup Wi < max2™" sup B;
t€(0,5) neN te(62—n—1,62-n) neN te(s2n,52n+1)
mais on a
6271/2 e29n—1

P(  sup 27"By > ¢) =P( sup B, > ) S exp(— )
te(52m 52nt) te[1,2] Ve d

donc ), cy P(supie(son son+1) 27" By > €) < 0o et méme converge vers 0

lorsque 0 — 0. Donc pour tout €, P(sup,¢ (g 5y Wt > €) — 0 lorsque 6 — 0.

Ainsi W; est bien continue en 0.

3. Ona
1
]P’(Vs>t:Bs<as):]P’(Vu<¥:uBl<a)
:]P’(Vu<%:Wu<a)
1
:]P)(Ta>g)

car W, est un mouvement brownien.

4. On P(Npen{3s € (0, 1), ﬁBS > A}) =0 ou 1 car c’est un ensemble Fy+

mesurable. Et

1. 1 . 1.1

> lim P(VNB. > A})
N—o00 N

= lim P(B, > A})
N —oc0

>0



Done P(Nner{3s € (0, 1), 7z Bs > A}) = 1.

Exercise 3. (Pont Brownien) Soit (P;)e[o,1) un pont brownien. C’est a dire
qu’il a la méme loi qu’un mouvement brownien (B;)¢cr, conditionnellement a
By =0.

O (Py)iejo,1) @ la méme loi que (P1_t).e[0,1) (symmétrie).

O Pour tout 0 < t; < -+ <ty <1, (Py, -, P, ) est un vecteur gaussien.

O P/ est une gaussienne de variance 1/2. FAUX
O Pour tout 0 <t; <---<t, <1, (P,,, —P,) sont indépendants. FAUX
Solution 3. En effet

1. Oui, By_; — Bjest un mouvement brownien. Donc conditionnellement &
Bi1 = 0 on a bien que B; et B1_; ont la méme loi et donc que P; et P;_; ont
la méme loi. Autre preuve avec la construction du mouvement brownien

Pt = Z Z gn’ka,n

n k<2n
qui est bien symmeétrique sur [0, 1] (car gn x(t) = gnon—x(1 —t)).

2. Avec la construction du mouvement brownien

Pt = Z Z gn’k:Nk,n

n k<27

donne immeédiatement que (P, ,--- , P;, ) est un vecteur gaussien car Ny, ,,
sont des gaussiennes indépendante. Autre preuve on a la densité

ntl (o2, )2
P(B;, € [r1,21+dx1], -, By, € [Tni1, Tng1+drny1]) = H e *itti-1 dx;
i=1

Donc en imposant, t,41 =1 et B =0 on a

N (ey—ei_p)?

—_—— 252
P(P;, € [x1,z14+dx1], -+, Py, € [, Tpt+dey]) = (He 2ti—tio1) ) xe20-t) d;
i=1

qui est bien une loi de vecteur gaussien (ie : de la forme exp(“polynome a
n variables de degré 27)

3. Non toujours avec la construction du mouvement brownien P /5 = go 1 (3)No1 =
%NOJ a une variance de 1/4. Autre preuve, avec la formule de la question
précédente on a

P(Py /s € [x1, 21 + dz1]) = eQaﬁda:i

qui est une loi gaussienne de variance i.



4. Non, par exemple (P — Py) = Pyjp = —(P1 — Py/3).

Exercise 4. (Girsanov) Soit (B¢)ic[o,1) un mouvement brownien, b € R et
W, = Bs + bs (mouvement brownien avec dérive). Soit X,Y deux variables
gaussiennes avec E(X) =0, E(Y) = b, E(X?) =E((Y —b)?) =1

O Pour tout 0 <ty < -+ <ty , (W
dantes de variances t; 11 — t;.

i1 — Wy,) sont des gausiennes indépen-

O limg_0o WT =bp.s.
O Pour tout A C R, ]E(lyGAe*bYJr%) =E(lxea)

O Pour tout U C C([0,1]) (mesurable), E(lWeUe_bwl"’%) =E(lpev)

Solution 4. Voir cours.



