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Introduction

Ce que l'on appelle "Localisation d'Anderson" est un phénomène que prédit dans les années 50
le physicien Anderson lorsqu'il proposa un modèle pour décrire le mouvement des électrons dans
un semi-conducteur [2]. Ce modèle a été largement étendu et est aujourd'hui également utilisé
en optique et plus généralement dans l'étude des ondes. En deux mots, il s'agit de comprendre
le comportement des solution d'une équation di�érentielle linéaire en présence d'"aléatoire".
Concernant les électrons, on étudie l'équation de Schrodinger, l'aléatoire est dû à la présence
d'impuretés dans le semi-conducteur. En optique, on étudie les équations de Maxwell, l'aléatoire
est dû à la non homogénéité de l'indice de réfraction du milieu. En l'absence d'aléatoire, dans un
milieu présentant une certaine régularité : (homogène ou présentant une structure périodique), on
peut monter que les vecteurs propres de l'opérateur associé à l'équation (Schrodinger ou Maxwell)
sont complètement "délocalisés", à savoir qu'ils occupent équitablement tout l'espace. De plus en
considérant un système non borné, le spectre de cet opérateur sera absolument continu et l'onde
di�usera à l'in�ni. En présence d'aléa, on prédit un comportement complètement di�érent :
les vecteurs propres sont localisés dans l'espace, dans un système non borné le spectre sera
purement ponctuel et l'onde restera essentiellement dans un domaine borné. C'est la "localisation
d'Anderson". Ces deux régimes que l'on appelle parfois "métal" et "isolant" dépendent de la
dimension du système et de l'intensité de l'aléa. Les physiciens pensent que le phénomène de
localisation se produit quelque soit l'intensité de la perturbation dans les dimensions 1 et 2, et en
dimension 3 sur les bords du spectre seulement. Du point de vue mathématique, il a été possible
de démontrer les résultats pour la dimensions 1. Mais en dimension 2, il n'existe de résultat
seulement sur les bords du spectre. De plus il est en générale très di�cile de démontrer qu'il n'y
a pas localisation et il n'y a pas de résultats rigoureux dans ce sens, sauf dans des situations très
particulières

Les premiers résultats en dimension supérieur sont dû à Frohlich et Spencer qui introduisirent
une technique "multi-échelle" dans les années 80 [5]. Une méthode un peu plus simple mais moins
puissante est aujourd'hui également utilisé celles des "moments fractionnaires" [1]. Pour le cas
d'une dimension voir [3].

Dans ce mémoire, je présenterai le modèle d'Anderson ainsi que quelques unes de ses proprié-
tés. J'introduirai ensuite la méthode des moments fractionnaire pour montrer une version faible
de la localisation. En�n, j'illustrerai ces résultats pour montrer un corollaire dû à Minami : que
la statistique locale des valeurs propres converge vers une loi de Poisson [7]. Pour ce travail, je
me suis beaucoup appuyé sur les articles [4] et [8].
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1 Présentation du modèle

Nous présentons ici le modèle étudié.

1.1 Equation de Schrodinger

Le modèle d'Anderson a été proposé pour décrire le comportement d'un électron dans un
milieu aléatoire. La mécanique quantique a�rme qu'il faut pour cela résoudre l'équation de
Schrodinger avec l'hamiltonien suivant :

Hu = −∆u+ V u, (1)

où −∆ est le Laplacien ∂2
x1

+ ∂2
x2

+ ...+ ∂2
xd

et V le potentiel du milieu. Pour modéliser l'aspect
aléatoire, on écrira V = V0 + Vω avec V0 un potentiel déterministe que l'on supposera nul
ou périodique et Vω une réalisation d'un système aléatoire. On pourra écrire H0 = −∆ + V0

l'opérateur non aléatoire, et H = H0 + Vω.
H est un opérateur auto-adjoint (sur le bon domaine, à savoir H2 avec condition au bord de

Neumann ou Dirichlet ) et on peut donc utiliser le théorème spectrale. Résoudre l'équation de
Schrodinger consiste essentiellement alors à trouver les valeurs propres et les vecteur propres de
H.

1.2 Discrétisation du modèle

Pour simpli�er ce modèle, nous allons travailler dans Zd à la place de Rd. Dans ce cas discret,
u ∈ l2(Zd),

∀n ∈ Zd (−∆u)(n) = −
∑

|m−n|=1

u(m) (2)

et
(V u)(n) = V (n)u(n) (3)

Dans ce modèle discret, −∆ est un opérateur borné, et || −∆|| = 2d.

1.2.1 Boites �nies

Il sera utile de travailler sur Λ un sous ensemble �ni connexe de Zd. Nous appellerons ΛL le
cube centré en 0 de coté 2L+ 1, ΛL(x) le cube centré en x de coté 2L+ 1, et HΛ l'hamiltonien
restreint à la boite Λ, avec

∀n ∈ Λ (−∆u)(n) = −
∑

|m−n|=1,m∈Λ

u(m). (4)

Il existe di�érent choix pour dé�nir le laplacien aux bords, voir plus loin (4.2.1).

Dans le cas d'une boite �nie, l'espace est de dimension �nie et HΛ est simplement une matrice
symétrique.
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1.3 Loi aléatoire

On supposera que pour chaque site n la loi du potentiel aléatoire Vω(n) est indépendante de
tous les autres sites de Zd et de même loi µ. Parmi les hypothèses sur la loi µ, on supposera que

� le support de µ est borné,
� µ admet une densité ρ par rapport à la mesure de Lebesgue qui est bornée,
� le support essentiel de µ est un intervalle.

Sous ces hypothèses, il est clair que H est un opérateur borné.
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2 Mesurabilité et ergodicité

Nous montrons ici que le spectre de l'hamiltonien n'est pas aléatoire.

2.1 Espace de probabilité et application de translation

Sous les hypothèses précédentes, notre espace de probabilité est (Ω,F ,P) où Ω = (supp(µ)Z
d

),

F est la tribu borélienne produit, et P = µ⊗(Zd). Cet espace est naturellement muni d'une
application de décalage T : (Zd,Ω)→ Ω dé�ni par T (n, ω)(x) = ω(x+n) qui laisse P invariante.

Si on note T̃ l'opérateur de décalage de `2(Zd), dé�ni par (T̃ (n, u))(x) = u(n + x), alors
pour tout n appartenant au sous groupe de Zd laissant invariant V0, T̃ (n, ·)(H0 + Vω)T̃ (−n, ·) =
H0 + VT (n,ω).

2.2 Ergodicité

Cette invariance par translation va nous permettre d'a�rmer que certaines propriétés ne sont
plus aléatoire, à savoir quelles seront vrai avec probabilité soit 0 soit 1.

Proposition 2.1. P est mélangeante.

Démonstration Soit A et B deux ensembles mesurables ne dépendant que d'un nombre �ni de
sites. Alors il existe n une translation telle que A et T (n,B) ne dépendent que de sites di�érents
et sont donc alors indépendant. P(A ∩ T (n,B)) = P(A)P(T (n,B)) = P(A)P(B).

Passons maintenant au cas général. Soit A et B deux ensembles mesurables, et soit ε > 0, alors
il existe A′ et B′ qui ne dépendent que d'un nombre �ni de site tel que P((A∪A′)− (A∩A′)) < ε
et P((B ∪ B′)− (B ∩ B′)) < ε. Il existe donc n′ tel que P(A′ ∩ T (n′, B′)) = P(A′)P(B′) et donc
|P(A ∩ T (n′, B))− P(A)P(B)| < 4ε �

En corollaire, P est ergodique. Tout ensemble mesurable T -invariant aura donc une probabilité
soit 0 soit 1. Nous allons appliquer cette propriété au spectre de l'opérateur.

2.3 Mesurabilité

Pour utiliser l'ergodicité montrée précédemment, il convient de prouver la mesurabilité des
ensembles que l'on considère.

2.3.1 Rappel de Théorie Spectral

Théorème 2.1 (Théorème spectral). Soit H un opérateur autoadjoint de l2(Zd), alors il existe
une suite de mesure sur R,m1,m2, ...mr, ... et une application unitaire ψ de l2(Zd) dans

⊕
r l

2(mr)
tel que ∀u ∈ l2(Zd),∀i ∈ [1, r],∀λ ∈ R ψ(Hu)i(λ) = λψ(u)i(λ).

Chaque mr peut être décomposé d'une unique manière comme une mesure ponctuel mr,p,
une mesure singulière mr,s et une mesure continue par rapport la mesure de Lebesgue mr,c. On
appellera le spectre Σ (respectivement le spectre ponctuel Σp, le spectre singulier Σs , le spectre
continu Σc) de H l'union du support essentiel de ces mesures mr (respectivement mr,p mr,s

mr,c).
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2.3.2 Mesurabilité du spectre

Proposition 2.2. Soit I un intervale, les ensembles {ω : I ∩Σ∗(ω) = ∅} pour (∗ = , p,s,c) sont
mesurables.

Démonstration : En fait, tout peut se déduire des relations entre lesH, (H−λ)−1, EH(I), avec
EH la partition de l'unité et I un intervalle de R. Commençons par remarquer que pour tout λ ∈
C−R, (H−λ)−1 est mesurable car continue en chaque V (n). En e�et, notons (δnu)(x) = u(x) si
x = n et 0 sinon. Par la formule de la résolvante (HV (n)=a−λ)−1−(HV (n)=b−λ)−1 = (HV (n)=a−
λ)−1(b − a)δn(HV (n)=b − λ)−1. Puis d'après la formule EH(I) = limε→0

1
π

∫
I
(H − t + iε)−1dt,

EH(I) est mesurable. On en déduit alors la mesurabilité des ensembles précédent grâce aux dé-
�nitions (toute quanti�cation faite sur les entiers et φn dense dans l'espace de Hilbert) :

I ∩ Σ 6= ∅ ⇔ ∃n(φn, EH(I)φn) 6= 0 (5)

I ∩ Σp 6= ∅ ⇔ ∃n∃q,∀m∃a(φn, EH(I ∩ [
a

2m
,
a+ 1

2m
])φn) >

1

q
(6)

I ∩ Σs ∪ σpp 6= ∅ ⇔ ∃n, supa,m2m(φn, EH(I ∩ [
a

2m
,
a+ 1

2m
])φn) =∞ (7)

�
Avec la mesurabilité et l'ergodicité, on peut en déduire le théorème suivant :

Théorème 2.2. Le spectre (purement ponctuel, absolument continu, singulier) n'est pas aléa-
toire.

Remarque : Si l'ensemble d'adhérence des valeurs propres est connu, la valeur de chaque valeur
propre reste elle par contre aléatoire.
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3 Densité d'états intégrée

Nous souhaiterions maintenant connaitre asymptotiquement le nombre de valeurs propres
dans un intervalle. Pour cela nous dé�nissons la "densité d'états intégrée".

3.1 Densité d'états intégrée

Soit Λ une boite de taille �nie et nous noterons |Λ| le volume. Alors HΛ est diagonalisable et
admet |Λ| valeurs propres. On dé�nit alors une mesure de probabilité νHΛ sur R :

νHλ =
1

|Λ|

|Λ|∑
i=1

δλi (8)

où λi sont les valeurs propres. D'une manière équivalente νHλ(A) = 1
Λ |{λi valeur propre de H

Λ :λi ∈
A}|. La transformée de Laplace de cette mesure est donnée par 1

|Λ|
∑|Λ|
i=1 e

−tλ = 1
|Λ| Tr(e−tH

Λ

).

Nous allons montrer qu'il existe une mesure ν, telle que P presque-surement, νHΛ converge va-
guement vers N .

Remarque : Comme le potentiel est borné, la transformé de Laplace est toujours bien dé�nie.

3.2 Transformé de Laplace et chaine de Markov

On adapte ici la formule de Feynman-Kac à notre modèle discret.

3.2.1 Formule de Feynman-Kac discret

(appellation personnelle)

Dé�nition de la Chaine de Markov Soit X : (Ω, t), la chaine de Markov dé�ni de la manière
suivante sur Zd : le temps tel que X(t) reste sur place suit une loi exponentiel de paramètre 2d,
lorsqu'elle doit changer, elle saute d'une manière indépendante et uniforme sur l'une des cases
adjacente.

Proposition 3.1 (Feynman-Kac discret).

EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=ye
−

∫ t
0
V (X(s))ds)) = (y, e−t(H+2dId)x) (9)

Démonstration La formule est vrai pour t = 0 : les deux cotés de l'égalité valent δx,y. Notons
f(x, y, t) le terme de gauche. Nous véri�ons que f véri�e la même équation di�érentielle que le
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terme de droite. On a :

f(x, y, t+ δt)

= EX(0)=x

(
1X(0)=x,X(t+δt)=y1un seul saut dans [t; t+ δt]e

−
∫ t+δt
0

V (X(s))ds)
)

+ EX(0)=x

(
1X(0)=x,X(t+δt)=y1il n'y a pas eu de saut dans [t; t+ δt]e

−
∫ t+δt
0

V (X(s))ds)
)

+O(δt2)

=
∑
|z−y|=1

EX(0)=x

(
1X(0)=x,X(t)=z,X(t+δt)=y1un seul saut dans [t; t+ δt]e

−
∫ t+δt
0

V (X(s))ds)
)

+ EX(0)=x

(
1X(0)=x,X(t+δt)=y1pas de saut dans [t; t+ δt]e

−
∫ t+δt
0

V (X(s))ds)
)

+O(δt2)

=
∑
|z−y|=1

EX(0)=x

(
1X(0)=x,X(t)=ze

−
∫ t
0
V (X(s))ds)

)
δt

+ (1− 2dδt)(1− δtV (y))EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=ye
−

∫ t+δt
0

V (X(s))ds)) +O(δt2)

= f(x, y, t)− δt
( ∑
|y−z|=1

f(x, z, t) + (2d+ V (y))f(x, y, t)
)

+O(δt2)

En conclusion, on a
d

dt
f(x, y, t) = −(H + 2dId)f(x, y, t) (10)

où l'opérateur agit sur la deuxième variable. Par théorème de Cauchy Lipschitz, les deux
termes sont égaux pour tout t.

3.2.2 L'in�uence du bord

On dé�nit de la même manière une chaine de Markov XΛ(t) qui correspond à l'opérateur
HΛ,telle que si X(t) sort de Λ, le processus s'arrête. Il su�t maintenant de véri�er que pour
x, y ∈ Λ, (10) reste vrai. XΛ et X di�èrent par leur comportement au bord de Λ. Pour t �xé
et pour une boite su�samment grande, ces deux marches aléatoires issues d'un même point
su�samment éloigné du bord, seront identiques avec une probabilité proche de 1. Notons Q, la
probabilité associée à ces lois. Alors

� Le nombre St de saut en temps t suit une loi de Poisson de paramètre 2dt, Q(St = n) =
(2dt)n

n! e−2dt ;
� Du au facteur 1

n! , Q(St > M) décroit plus vite que toute exponentielle en M .
� En particulier, |Λ|2Q(St > log(|Λ|))→ 0. Aussi la probabilité qu'il existe un point dans Λ
et que la marche aléatoire issue de ce point réalise log(|Λ|) sauts, converge vers 0 lorsque
|Λ| tend vers l'in�ni.

� Conditionnellement à ce que les marches aléatoires ne réalisent au plus que log(|Λ|) sauts,
les lois les marches aléatoires X et XΛ issues d'un point à une distance log |Λ| du bords
sont identiques.

� Il y a un O(Ld−1 log(L)) points qui ne sont pas "près" du bord pour ΛL (le cube de taille
2L+ 1) ;

� e
∫ t
0
||V ||∞ds <∞.
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On obtient alors

1

|ΛL|
Tr(e−t(H

ΛL+2dId)

=
1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

(x, e−tH
ΛL
x)

=
1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

EXΛL (0)=x(1XΛL (0)=x,XΛL (t)=xe
−

∫ t
0
V (XΛL (s))ds))

=
1

|ΛL|
∑

x∈ΛL,d(x,∂ΛL)>logL

EXΛL (0)=x(1XΛL (0)=x,XΛL (t)=xe
−

∫ t
0
V (XΛL (s))ds))

+
1

|ΛL|
∑

x∈ΛL,d(x,∂ΛL)≤logL

EXΛL (0)=x(1XΛL (0)=x,XΛL (t)=xe
−

∫ t
0
V (XΛL (s))ds))

= O log(L)

L
+

1

|ΛL|
∑

x∈ΛL,d(x,∂ΛL)>logL

EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V (X(s))ds))

+O(e
∫ t
0
||V ||∞dsQ(St > log(L))|ΛL|2)

En conclusion, on a trouvé

lim
ΛL→Zd

 1

|ΛL|
Tr(e−tH

ΛL
)− 1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V (X(s))ds)) = 0 (11)

Remarquons que ω → EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V0+Vω(X(s))ds)) est une variable aléatoire

bornée donc intégrable. Appelons Y (ω, x) cette application.

3.2.3 Application du théorème de Birkho�

Notons G le sous groupe laissant invariant V0 et V0 sa cellule base.

Proposition 3.2. P presque surement

1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V (X(s))ds))→ 1

|V0|
∑
x∈V0

EωEX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V (X(s))ds))

(12)
quand L→∞

Démonstration On a

1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

Y (ω, x) =
1

|ΛL|
∑
x∈Λ0

∑
n∈Λ∩G

Y (T (n, ω), x) (13)

D'après le théorème de Birkho�, P presque surement

1

|ΛL|
∑
x∈ΛL

EX(0)=x(1X(0)=x,X(t)=xe
−

∫ t
0
V (X(s))ds))→ 1

|V0|
∑
x∈V0

EωEX(0)=0(1X(0)=0,X(t)=0e
−

∫ t
0
V (X(s))ds)).

�
On peut alors en déduire le théorème :

Théorème 3.1. P presque surement νΛL converge en loi.
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Démonstration P presque surement, pour tout t ∈ Q, la transformé de Laplace de paramètre
t, converge. Nous appellerons N cette loi. En particulier pour tout point non singulier : N(A) =
limL→∞ νΛL [−∞;A].
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4 Détermination du spectre et phénomène de queue de Lif-

shitz

Dans notre modèle, il est possible de déterminer explicitement le spectre.

4.1 Déterminer le spectre

Appelons Σ0 le spectre de H0 = −∆ + V0. On peut démontrer (voir ANNEXE) que Σ0 est
une union d'intervalles. Appelons Σ le spectre de H.

Proposition 4.1. Σ ⊂ Σ0 + support(µ)

Démonstration Appelons m le milieu du support(µ). Quitte à remplacer V0 et Vω par V0 +m
et Vω − m, on peut supposer que le support de µ est l'intervalle centré en 0, [−K;K]. Vω
est un opérateur de norme inférieur ou égale à K. Donc par la théorie de perturbation, Σ ⊂
Σ0 +m+ [−K;K] = Σ0 + support(µ).

Nous allons montrer que nos hypothèses "IID" et "le support est un intervalle" impliquent
l'égalité.

Lemme 4.1 ( Loi 0-1). Soit ΛL la boite �ni. SoitW une réalisation du potentiel aléatoire à valeur
sur ΛL, ε > 0. Alors, P presque surement, il existe x ∈ Zd, tel que ||Vω(.−x)−W (.)||L∞(ΛL) < ε.

Démonstration T est ergodique.

Proposition 4.2. Σ0 + support(µ) ⊂ Σ

Démonstration Soit λ une valeur propre de H0, soit a ∈ support(µ) et soit ε > 0. Il existe
φ0 un fonction de l2(Zd) de norme 1 à support compact telle que ||(H0 − λ)φ0|| < ε. On va
supposer que le support est inclus dans ΛL. D'après la loi 0-1, il existe x ∈ G tel que ||Vω(.−x)−
a||L∞(ΛL) < ε. Par invariance par translation de l'opérateur H0, ||(H0 − λ)φ0(. − x)|| < ε, donc
||(H −λ− a)φ0(.−x)|| < ||(H0−λ)φ0(.−x)||+ ||(Vω(.−x)− a)φ0|| < 2ε. Donc d(λ+ a,Σ) < 2ε
En conclusion, Σ0 + support(µ) ⊂ Σ car le spectre est fermé.

Pour conclure, nous avons prouvé que Σ0 + support(µ) = Σ

La pertinence "physique" d'un tel résultat est tout de même discutable . En e�et la loi 0-
1 nécessite une suite de taille exponentiellement grande. Ici cela aura des conséquences sur la
densité intégrée des valeurs propres, en particulier sur les bord du spectre ou il y aura une
décroissance exponentiel. Le phénomène est appellé queue de Lifshitz.

4.2 Queue de Lifshitz

Introduction heuristique Dans la preuve précédente, on pourrait se demander quelle est la
taille minimum du support compact de φ0. Le physicien Lifshitz proposa l'argument suivant [6] :
les première valeurs propres du Laplacien dans un cube de taille L sont de l'ordre de 1/L2. au
minimum du spectre sur un écart d'énergie ε il faudrait donc une boite de taille L = 1/

√
ε. La

probabilité d'obtenir le bon potentiel est exponentiellement petit en la taille de la boite soit Ld

soit 1/ε
d
2 . Dans cette partie nous rendons cette approche rigoureuse.

Nous allons montrer le théorème suivant
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Théorème 4.1 (queue de Lifshitz). Soit E0 le minimum du Spectre Σ et soit E′ > E0. Alors

lim
E′→E0

log(| log(N(E′))|)
log(|E′ − E0|)

=
d

2
(14)

4.2.1 Condition de Neumann et de Dirichlet

Soit un domaine Λ ⊂ Zd �ni, on peut dé�nir le laplacien discret au bord de plusieurs manières :

(−∆Λu)(n) = −
∑

|m−n|=1,m∈Λ

u(m), (15)

(−∆Λ,Nu)(n) = −
∑

|m−n|=1,m∈Λ

u(m)−
∑

|m−n|=1,m/∈Λ

u(n) (Neumann), (16)

(−∆Λ,Du)(n) = −
∑

|m−n|=1,m∈Λ

u(m) +
∑

|m−n|=1,m/∈Λ

u(n) (Dirichlet). (17)

Si Λ est un rectangle, on peut également dé�nir des conditions périodiques. On note dT la distance
sur le tore associé au rectangle.

(−∆Λ,Du)(n) = −
∑

dT (m,n)=1,m∈Λ

u(m) ( Périodique ) (18)

Nous noteronsHΛ,P ,HΛ,D,HΛ,N ,HΛ, les hamiltoniens associés. Ainsi que νHλ , νHλ,N νHλ,D ,
les mesures spectrales associé.

Lemme 4.2. Soit Λ1 Λ2 deux domaines disjoints. Alors au sens des opérateurs,

(−∆Λ1,N ) ≤ (−∆Λ1,) ≤ (−∆Λ1,D) (19)

(−∆Λ1,N ) + (−∆Λ2,N ) ≤ (−∆Λ1∪Λ2,N ) (20)

(−∆Λ1,D) + (−∆Λ2,D) ≥ (−∆Λ1∪Λ2,D) (21)

Démonstration u(n)2 + u(m)2 ≥ 2u(n)u(m).

Corolaire 4.1.

νHΛ,D (−∞, A) ≤ νHΛ(−∞, A) ≤ νHΛ,N (−∞, A) (22)

Considérons, le découpage d'un grand cube de taille NL en (2N + 1)d cubes de taille L.

ΛNL =
⋃

n̄∈[−N ;N ]d

ΛL((2L+ 1)n̄) (23)

Alors on obtient le

Corolaire 4.2.

E(νHΛL,D (−∞, A)) ≤ ν(A) ≤ E(νHΛL,N (−∞, A)) (24)
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Démonstration On a

1

(2N + 1)d

∑
n̄∈[−N ;N ]d

νHΛL(n̄),D (−∞, A) ≤ νHΛNL,D (−∞, A),

νHΛNL,D (−∞, A) ≤ νHΛNL,N (−∞, A),

νHΛNL,N (−∞, A) ≤ 1

(2N + 1)d

∑
n̄∈[−N ;N ]d

νHΛL(n̄),N (−∞, A),

et

E(νHΛL,D (−∞, A)) ≤ E(νHΛNL,D (−∞, A)) ≤ E(νHΛNL,N (−∞, A)) ≤ E(νHΛL,N (−∞, A). (25)

On conclut grâce aux résultats de la partie précédente que νHΛNL,D (−∞, A)→ N(A).

4.2.2 Première inégalité pour la queue de Lischitz

Quitte à ajouter une constante, on va supposer ici que le support de µ (la loi du potentiel)
est [0;A]. Soit un opérateur O, on notera E0(O) la plus petite valeur propre.

Proposition 4.3. Soit E0 le minimum du Spectre Σ et soit E′ > E0. Alors

lim
E′→E0

inf
log(| log(N(E′))|)

log(|E′ − E0|)
≥ d

2
. (26)

Démonstration Nous étudions H0 = −∆ + V0 non aléatoire et notons que E0 = E0(HΛL,N
0 )

D'après la théorie des ondes de Bloch rappelée en appendice, il existe C tel que

|E0(HΛL,D
0 )− E0(HΛL,N

0 )| < C

L2
. (27)

On pose L =

√
|E′−E0|
2
√
C

, de telle sorte que E0(HΛL,D
0 ) ≤ E0 + 1

2 (E′ − E0).

Considérons l'évènement [∀x ∈ ΛL, Vω <
1
2 (E′−E0)]. Conditionné à cet évènement, E0(HΛL,D

0 ) ≤
E′. On a alors

N(E′) ≥ E(νHΛL,D (−∞, E′))

≥ 1

|ΛL|
P([∀x ∈ ΛL, Vω <

1

2
(E′ − E0)])

≥ 1

|ΛL|
µ([0;

1

2
(E′ − E0))L

d

≥ 1

|ΛL|
e

log(µ([0; 1
2

(E′−E0)))

C
d
2

(E′−E0)
d
2

On conclut alors en remarquant que log(µ([0; 1
2 (E′ − E0) est croissante en E′ et négative.

4.2.3 Deuxième inégalité pour la queue de Lischitz

Nous allons montrer le théorème suivant :
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Théorème 4.2. Soit E0 le minimum du Spectre Σ et soit E′ > E0. Alors

lim sup
E′→E0

log(| log(N(E′))|)
log(|E′ − E0|)

≤ d

2
(28)

Soit φ0 le vecteur propre de HΛL,N
0 de plus petite valeur propre. Soit Vω une réalisation du

potentiel sur ΛL, et soit H
ΛL,N = HΛL,N

0 + Vω.

Proposition 4.4. Pour L su�samment grand, on a

soit E0(HΛL,N )− E0(HΛL,N
0 ) ≥ 1

4||Vω||2 (φ0, Vωφ0)|E1(HΛL,N
0 )− E0(HΛL,N

0 )|, (29)

soit E0(HΛL,N )− E0(HΛL,N
0 ) ≥ 1

2 |E1(HΛL,N
0 )− E0(HΛL,N

0 )|. (30)

Démonstration On pose H(t) = H0 + tVω pour t ∈ [0; 1]. On note Ei(t) et φi(t) les i-ème
valeurs propres et vecteurs propres. Commençons par quelques estimées :

d

dt
E0(t) = (φ0(t), Vωφ0(t)) (31)

d

dt
φ0(t) =

∑
i

(φi(t), Vωφ0(t))

Ei(t)− E0(t)
φi(t) (32)

d2

dt2
E0(t) = 2

∑
i

|(φ0(t), Vωφi(t))|2

Ei(t)− E0(t)
(33)

d2

dt2
E0(t) ≤ 2

∑
i

|(φ0(t), Vωφi(t))(φi(t), Vωφ0(t))

E1(t)− E0(t)
(34)

≤ 2
|(φ0(t), V 2

ωφ0(t))

E1(t)− E0(t)
(35)

Supposons que pour tout t ∈ [0; 1] : E0(t)−E0(0) < 1
2 (E1(0)−E0(0)). Comme E0 est croissant

du à la positivité de Vω, il su�t de montrer qu'il existe t ∈ [0, 1] tel que la première inégalité soit
vraie. E1(t) est croissante, donc E1(t)− E0(t) > E1(0)− E0(t) > 1

2 (E1(0)− E0(0)) et

d2

dt2
E0(t) ≤ 4

||V 2
ω ||

E1(0)− E0(0)
, (36)

E0(t)− E0(0) ≥ (φ0(0), Vωφ0(0))t− 2
||Vω||2

|E1 − E0|
t2 (37)

En particulier pour t = (φ0(0),Vωφ0(0))|E1−E0|
4||Vω||2 , t ∈ [0, 1] pour L su�samment grand et E0(t) −

E0(0) ≥ 1
4||Vω||2 (φ0, Vωφ0)|E1 − E0|. �

Nous montrons maintenant que (φ0(0), Vωφ0(0)) n'est pas petit avec une forte probabilité.

Soit v > 0 dans le support de µ, on pose Ṽω = v1Vω>v. Remarquons que si le théorème est

vrai pour Ṽω alors il est vrai pour Vω car Ṽω < Vω.

Proposition 4.5. Il existe λ > 0 et ν > 0 tel que

P((φ0(0), Vωφ0(0)) < λ) ≤ e−νL
d

(38)
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Démonstration Soit A = [x ∈ ΛL : |φ0(0)(x)|2 > 1
2|ΛL| ]. D'après la théorie de Bloch, il existe

C tel que |A| > C|ΛL|. Alors (φ0, Ṽωφ0) ≥ v
|2ΛL| |[x ∈ A : Vω(x) > v]|. En particulier, on peut

poser

m′ =
C

|A|
|x ∈ AetVω(x) > v|

Les Vω sont IID et, par la loi forte des grands nombres, m′ converge lorsque L → ∞ vers
CE(Ṽω).

Par le théorème de Cramer, pour tout λ < vCE(Ṽω) il existe ν > 0 tel que

P
(

(φ0(0), Vωφ0(0)
)
> λ) ≤ P

(
m′ <

λ

v

)
≤ O(e−ν|A|) = O(e−ν

′Ld).

Fin de la démonstration Pour conclure la démonstration de la proposition, il existe C ′ tel que
E1 − E0 >

C′

L2 . On pose L2 = C ′ λ
||Vω||2|E′−E0| et on obtient

N(E′) < E(νHΛL,N (−∞, E′))
< P(E0(HΛL,N ) < E′)

< P((φ0, Vωφ0) <
L2||Vω||2

C ′
|E′ − E0|)

< e−νL
d

< e−ν
′|E′−E0|−

d
2

Remarques :
� La démonstration ici se fait proche du minimum du spectre, mais elle peut être adaptée à
n'importe quelle zone à la limite d'une bande du spectre.

� Le résultat reste valide si la valeur de Vω est �xée sur un nombre �ni de points, il su�t de
retirer ces points à l'ensemble A.

On peut étendre ce résultat à une boite plus grande. ΛNL =
⋃
n∈[−N ;N ]d ΛL(n(2L+ 1)). Par

la propriété de croissance des conditions de Neumann,

E0(HΛNL,N
Vω(x)=0,Vω(y)=0) ≥ minn∈[−N ;N ]E0(HΛL(n(2L+1)),N )

et

P((E0(HΛNL,N
Vω(x)=0,Vω(y)=0)− E0) <

C

L2
) < (2N + 1)de−ν

′Ld

On choisit N = Lα, α > 1 , β = 2
1+α et L′ = L1+α et alors

P((E0(H
ΛL′ ,N
Vω(x)=0,Vω(y)=0)− E0) <

C

L′β
) < L′de−ν

′L′
βd
2 . (39)
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5 Quelques estimées techniques

5.1 Formule des résolvantes et applications

La formule suivante est omniprésente dans la suite, elle est le principal outil algébrique pour
l'étude de ce modèle.

Lemme 5.1 (Formule des résidus). Soit A, B deux opérateurs linéaires tel que A et (A + B)
sont inversibles alors

(A+B)−1 = A−1 −A−1B(A+B)−1 (40)

Application 1 : variation du potentiel sur un site Soit λ ∈ C, =(λ) > 0. On note δx la
fonction qui vaut 1 en x et 0 partout ailleurs. Elle se comporte comme un projecteur. On a alors

(δx, (HVω(x)=0 + Vω(x)δx − λ)−1δx)

= (δx, (HVω(x)=0 − λ)−1δx)−
Vω(x)(δx, (HVω(x)=0 − λ)−1δx)(δx, (HVω(x)=0 + Vω(x)δx − λ)−1δx)

On en déduit la formule :

Corolaire 5.1 (Pertubation sur un site).

(δx, (HVω(x)=0) + Vω(x)δx − λ)−1δx) =
1

(δx, (HVω(x)=0)− λ)−1δx)−1 + Vω(x)
(41)

Remarque : le terme de gauche est borné par =(λ)−1. En choisissant Vω(x) de tel sorte qu'il
annule la partie réelle du deuxième terme, on en déduit que =((δx, (HVω(x)=0−λ)−1δx)−1) ≥ =(λ).

Application 2 : On peut généraliser la formule précédente pour la variation du potentiel sur
plusieurs sites. Soit P un projecteur tel que B = PBP . Alors

P (A+B)−1P = PA−1P − PA−1PPBPP (A+B)−1 (42)

et donc
P (A+B)−1P = ((PA−1P )−1 −B))−1 (43)

Où ici les ”.−1” du terme de gauche sont l'inverse pour les opérateurs restreints à Im(P ).
On peut généraliser (41), en appliquant plusieurs fois la formule des résolvantes.

Lemme 5.2. Soit x1, x2, .., xn ∈ Z d
2 . Soit u, v ∈ Z d

2 Alors Il existe une fraction rationnelle
F ∈ C(Vω(x1), Vω(x2)...), dont les coe�cients ne dépendent que des (H∀iVω(xi)=0 − λ)−1, telle
que

(δu, (H − λ)−1δv) = F (Vω(x1), Vω(x2), ..., Vω(xn)). (44)

Pour simpli�er les notations, on notera Gλ(u, v) = (δu, (H − λ)−1δv). Par exemple :

Gλ(u, v) = Gλ,Vω(x)=0(u, v)−
VxGλ,Vω(x)=0(u, x)Gλ,Vω(x)=0(x, v)

1 +Gλ,Vω(x)=0(x, x)Vx
. (45)
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Application 3 "principe de Huygens-Fresnel" (appellation personnelle) ;
Soit Λ un domaine, on appelle ΓΛ l'opérateur sur la frontière du domaine (ΓΛu)(n) = −

∑
|m−n|=1,m/∈Λ u(m)

si n ∈ Λ, −
∑
|m−n|=1,m∈Λ u(m) si n ∈ Λc. On a alors :

H = HΛ + Γ +HΛc (46)

En appliquant la formule de la résolvante.

(H − z)−1 = (HΛ +HΛc − z)−1 − (HΛ +HΛc − z)−1Γ(H − z)−1,

avec

(δx, (H
Λ +HΛc − z)−1δy) =


(δx, (H

Λ − z)−1δy) si x ∈ Λ et y ∈ Λ ,

(δx, (H
Λc − z)−1δy) si x ∈ Λc et y ∈ Λc ,

0 sinon,

car HΛ et HΛc agissent sur des espaces di�érents. Soit x,y, tel que |x− y| > L. Alors

Gz(x, y) =
∑

u∈∂ΛL(x),|v−u|=1

GΛL(x)
z (x, u)Gz(v, y) (47)

Remarque : En optique le principe d'Huygens-Fresnel s'exprime de la manière suivante : "soit
une surface δΛ et une source lumineuse x. Chaque point u de δΛ atteint par la lumière émise par
la source x se comporte comme une source secondaire �ctive. De plus : l'amplitude de l'ondelette
émise est proportionnelle à l'amplitude de l'onde incidente..."

5.2 Estimée de Wegner

On a émis l'hypothèse que notre loi aléatoire µ admet une densité borné ρ par rapport à la
mesure de Lebesgue. Nous montrons ici que cela a des implications sur la répartition des valeurs
propres. Soit E ∈ R

Proposition 5.1 ( Estimée de Wegner).

P
(
∃λ valeur propre de HΛ : λ ∈ [E − ε, E + ε]

)
≤ 2π||ρ||L∞ |Λ|ε (48)

Démonstration

P
(
∃λ valeur propre de HΛ : λ ∈ [E − ε, E + ε]

)
≤ E(Tr(1[E−ε,E+ε](H)))

≤ E(2ε=(Tr(H − E + iε)−1))

= E(2ε=(
∑
x∈Λ

(δx, (H − E + iε)−1δx)))

= 2ε=(
∑
x∈Λ

E(
1

(δx, (HVω(x)=0)− E + iε)−1δx)−1 + Vω(x)
)

≤ 2ε
∑
x∈Λ

EVy :y 6=x(

∫
=(

1

(δx, (HVω(x)=0)− λ)−1δx)−1 + Vω(x)
)ρ(Vω(x))dVω(x))

≤ 2ε
∑
x∈Λ

EVy :y 6=x(π||ρ||∞)

≤ 2πε|Λ| ||ρ||∞)
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Remarque : Aucune propriété du Laplacien n'est utilisée ici. En particulier il n'y a aucune
géométrie.

Corolaire 5.2. La densité d'état intégrée admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
bornée par π||ρ||L∞ .

Démonstration
1

|Λ|
E(Tr(1[E−ε,E+ε](H))) ≤ 2π||ρ||L∞ (49)

�
On peut également estimer la probabilité pour 2 valeurs propres dans un intervalle.

5.3 Estimée de Minami

Proposition 5.2 (Estimée de Minami).

P
(
∃λ1, λ2 2 valeur propre de HΛ : λ1, λ2 ∈ [E − ε, E + ε]

)
≤ (2π||ρ||L∞ |Λ|ε)2 (50)

Démonstration On a

P
(
∃λ1, λ2 2 valeurs propres de HΛ dans [E − ε, E + ε]

)
≤ E(Tr(1[E−ε,E+ε](H))(Tr(1[E−ε,E+ε](H))− 1))

L'astuce consiste à utiliser le principe du min-max. Rappel : Soit A B deux opérateur de valeurs
propres a1, a2, ... et b1, ... dont la di�érence est de rang 1, alors les valeurs propres sont imbriquées
a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ .... Corollaire : lorsque l'on intègre par rapport à la variable Vω(x) la trace ne
change qu'au plus que de 1 et l'expression précédente est

≤ 2ε
∑
x∈Λ

EVy :y 6=x(

∫
=(

1

(δx, (HVω(x)=0)− λ)−1δx)−1 + Vω(x)
))ρ(Vω(x))dVω(x)Tr(1[E−ε,E+ε](HVω(x)=s)))

≤ 2ε||ρ||∞π
∑
x∈Λ

EVω(y):y 6=x(Tr(1[E−ε,E+ε](HVω(x)=s))))

≤ 2ε||ρ||∞π
∑
x∈Λ

∫
EVω(y):y 6=x(Tr(1[E−ε,E+ε](HVω(x)=s))))µ(ds)

≤ 2ε||ρ||∞π
∑
x∈Λ

E(Tr(1[E−ε,E+ε](H))))

≤ (2ε||ρ||∞πΛ)2.

5.4 Estimé de Combes Thomas

Le lemme suivant peut s'exprimer ainsi : loin du spectre, la fonction de Green décroit expo-
nentiellement. Soit H = −∆ + V un opérateur de Schrodinger et Σ son spectre.

Lemme 5.3 (Estimé de Combes Thomas). Soit λ ∈ C et dis(λ,Σ) < 1
2 alors

(δx, (H − λ)−1δy) ≤ 3

dis(λ,Σ)
e−

1
4ddis(λ,Σ)|x−y| (51)
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Démonstration Soit f(z) = e−
1
4ddis(λ,Σ)|x−z|.

(δx, (H − λ)−1δy) = (δx, f(z)−1f(z)(H − λ)−1f(z)−1f(z)δy) (52)

= f(x)−1f(y)(δx, f(z)(H − λ)−1f(z)−1δy) (53)

= e−
1
4ddis(λ,Σ)|x−y|(δx, (f(z)Hf(z)−1 − λ)−1δy) (54)

Il faut maintenant observer que

((f(z)Hf(z)−1 −H)u)(n) = −
∑

|m−n|=1

(e−
1
2dis(λ,Σ)(|x−n|−|x−m|) − 1)u(m), (55)

donc

||f(z)Hf(z)−1 −H|| ≤ 2d(e
1
4ddis(λ,Σ)) − 1) ≤ 1

2
dis(λ,Σ)e

1
8d ). (56)

Ainsi pour dis(λ,Σ(f(z)Hf(z)−1)) ≥ dis(λ,Σ)− 1
2dis(λ,Σ)e

1
8d ≥ 1

3dis(λ,Σ) , on a

||(f(z)Hf(z)−1 − λ)−1|| ≤ 3

dis(λ,Σ)
(57)
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6 Moment fractionnaire et décroissance exponentielle

Nous étudions maintenant le comportement de la fonction de Green à grande distance. Nous
cherchons à montrer une décroissance exponentielle lorsque |x−y| → ∞. Cette section aura pour
but de démontrer le résultat suivant :

Théorème 6.1. Il existe I un intervalle, C > 0, ν > 0 et 0 < s < 1
2 tels que

∀z <(z) ∈ I E(|Gz(x, y)|s) ≤ Ce−ν|x−y| (58)

Méthode Du à la formule (41), si E est dans le spectre de H, limz→E E(|Gz(x, x)|) = ∞.
C'est la raison pour laquelle on va manipuler des moments fractionnaires. On utilise ici encore
l'hypothèse que la loi aléatoire µ admet une densité par rapport à Lebesgue bornée. Notation :
Ex,y signi�e que l'on intègre sur les potentielles Vω(x) et Vω(y).

Proposition 6.1. Soit s : 0 < s < 1. Il existe Cs, indépendant de z ∈ C, tel que

Ex,y(|Gz(x, y)|s) ≤ Cs. (59)

Démonstration Soit P , le projecteur orthogonal sur l'espace engendré par δx, δy. Alors

Ex,y(|Gz(x, y)|s)
≤ Ex,y(||PGzP ||s)

=

∫ ∫
||((P (HVω(x)=0,Vω(y)=0 − z)−1P )−1 − Vω(x)δx − V ω(y)δy)−1||sρ(Vω(x))ρ(Vω(y))dVω(x)dVω(y)

On e�ectue le changement de variable U = Vω(x) + Vω(y), W = Vω(x)− Vω(y), σ = δx − δy

Ex,y(|Gz(x, y)|s)

≤
∫ ∫

||((P (HVω(x)=0,Vω(y)=0 − z)−1P )−1 −Wσ − UId2)−1||sρ(
1

2
(U −W ))ρ(

1

2
(U +W ))dUdW

En notant λ1, λ2 les deux valeurs propres de (P (HVω(x)=0,Vω(y)=0 − z)−1P )−1 −Wσ on obtient

Ex,y(|Gz(x, y)|s)

≤ ||ρ||2∞
∫
support(µ)−supportµ

∫
support(µ)+supportµ

1

min(|λ1 − U |, |λ2 − U |)s
dUdW

<∞

�

Dans la suite nous supposerons s < 1
2 . Cela est valable même si z est dans le spectre.

6.1 Initialisation dans les zones "queue de Lifshitz"

Nous commençons par montrer la décroissance dans une boite de taille �nie. le sommet x est
au centre de la boite et y est au bord.

Proposition 6.2 (Initialisation). Il existe C une constante telle que

E(|GΛL(x)
z (x, y)|s) ≤ Ce−νL

d
d+2

(60)

pour tout y ∈ δΛL(x), <(z) < E0 + CL
− 2
d+2

4
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Figure 1 � "inicialisation", décroissance sur une boite

Démonstration Soit C et β de l'équation (39), qui apparait dans le phénomène "queue de

Lifshitz". On pose Y = CL−β

2 . Soit z avec <(z) < E0 + Y
2 . On a alors

E(|GΛL
z (x, y)|s) = E(|GΛL

z (x, y)|s1E0(HΛL )>Y ) + E(|GΛL
z (x, y)|s1E0(HΛL )≤Y ) (61)

D'apres l'estimée de Combes Thomas (51), il existe C > 0, ν > 0 tels que

E(|GΛL
z (x, y)|s1E0(HΛL,N )>Y ) < Ce−sνY |y−x| (62)

D'après le théorème sur les queues de Lifshitz

E(|GΛL
z (x, y)|s1E0(HΛL,N )≤Y ) ≤ E(|GΛL

z (x, y)|s1
E0(H

ΛL,N

Vω(x)=0,Vω(y)=0
)≤Y )

≤ supωEx,y(|GΛL
z (x, y)|s)P(E0(HΛL,N

Vω(x)=0,Vω(y)=0) ≤ Y )

≤ CsL
de−ν

′L
βd
2

En conclusion, avec β = 2
d+2 , les deux termes ont la même décroissance sous exponentielle. �

6.2 Propagation

Dans la proposition précédente, le spectre où il y a "décroissance", dépend de la taille de la
boite. Nous allons remédier à ce problème grâce à (47).
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Figure 2 � "propagation", utilisation du principe d'Huygens-Fresnel

Nous appliquons deux fois la formule de la résolvante (47), à ΛL(x) et à ΛcL+1(x) :

Gz(x, y) =
∑

(v,u)∈∂ΛL(x)

∑
(v′,u′)∈∂ΛcL+1(x)

GΛL(x)
z (x, u)Gz(v, v

′)G
ΛcL+1(x)
z (u′, y) (63)

Remarquez que G
ΛL(x)
z et G

ΛcL+1(x)
z ne dépendent pas des potentielles en v et v′ qui se trouvent

dans la zone entre les deux. Ainsi,

E(|Gz(x, y)|s) =
∑

(v,u)∈∂ΛL(x)

∑
(v′,u′)∈∂ΛcL+1(x)

Ea 6=v,v′(Ev,v′(|GΛL(x)
z (x, u)Gz(v, v

′)G
ΛcL+1(x)
z (u′, y)|s))

≤ Cs
∑

(v,u)∈∂ΛL(x)

∑
(v′,u′)∈∂ΛcL+1(x)

(E(|GΛL(x)
z (x, u)|s)E(G

ΛcL+1(x)
z (u′, y)|s))

Pour utiliser plusieurs fois les formules (47) et (60), il faudrait remplacer dans cette expression

G
ΛcL+1(x)
z par Gz. C'est ce que nous faisons ici. On applique encore une fois la formule des

résolvantes :

G
ΛcL+1(x)
z (u′, y) = Gz(u

′, y) +
∑

(a,b)∈∂ΛcL+1(x)

G
ΛcL+1(x)
z (u′, a)Gz(b, y) (64)

On note fs(α, β) =
∫
|α−Vω(a)
β−Vω(a) |

sρ(Vω(a))dVω(a)) avec αβ ∈ C Remarquez que pour s < 1/2,
√
f2s(α,β)

fs(α,β) est continue et borné lorsque α ou β tend vers ∞, donc est borné. Appelons Ks la
majoration.
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Les α et β apparaitrons lorsque l'on écrira Gz sous forme de fraction rationnelle, en appliquant
la formule (45) :

E(|GΛcL+1(x)
z (u′, a)Gz(b, y)|s)) = Ex 6=a(

∫
|GΛcL+1(x)

z (u′, a)Gz(b, y)|sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤ Ex 6=a(

√∫
|GΛcL+1(x)

z (u′, a)|2sρ(Vω(a))

√∫
|Gz(b, y)|2sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤ Ex 6=a(

√∫
|GΛcL+1(x)

z (u′, a)|2sρ(Vω(a))

√∫
|Gz(b, y)|2sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤
√
C2sEx 6=a(

√∫
|Gz(b, y)|2sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤
√
C2sEx 6=a(

√∫
|α− Vω(a)

β − Vω(a)
|2sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤
√
C2sKsEx 6=a(

∫
|α− Vω(a)

β − Vω(a)
|sρ(Vω(a))dVω(a)))

≤
√
C2sKsE(|Gz(b, y)|s)

En résumer, il existe une constant C, qui ne dépend que de s, tel que le résultat suivant soit
vrai.

Lemme 6.1 (Formule pour la propagation).

E(|Gz(x, y)|s) ≤ C
∑

(v,u)∈∂ΛL(x)

∑
(v′,u′)∈∂ΛcL+1(x)

∑
(a,b)∈∂ΛcL+1(x)

(E(|GΛL(x)
z (x, u)|s)E(|Gz(b, y)|s))

(65)

Nous pouvons appliquer plusieurs fois cette formule en remplaçant x par b, pour obtenir la
décroissance de la résolvante, c'est à dire le théorème 6.1 :

E(|Gz(x, y)|s) ≤ Ce−ν|x−y|

Démonstration Soit C et ν de l'équation 60. Il existe L tel que (2L+ 1)3dCe−νL
d
d+2

= τ < 1.
Alors

E(|GΛL
z (x, y)|s) ≤ Cs(2L+ 1)3(d−1)supdis(u,∂Λx≤1,dis(b,∂Λx≤1E(|GΛL

z (x, u)|s)E(|Gz(b, y)|s)
≤ τsupb,|b−y|>|x−y|−LE(|Gz(b, y)|s)

≤ τ b
|x−y|
L csup

v′,|v′−y|>|x−y|−b |x−y|L cLE(|Gz(v′, y)|s)

≤ Csτ
b |x−y|L c

En conclusion, on pose I = [E0, E0 + CLβ

4 ], C = Cs et ν = − log(τ)
L . �
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7 Statistique Poisonnienne

Nous avons montré dans la section 3 que la mesure de probabilité νHΛ converge vers la densité
d'états intégrée. Le but de cette partie est de montrer que lorsqu'il y a localisation au sens des
moments fractionnaires (6.1) sur un intervalle I, la statistique locale des valeurs propres converge
vers un processus de Poisson.

On observe les valeurs propres autour d'un point E

Dé�nition : Statistique locale. Soit E ∈ I, et ΛL un domaine. On dé�nit une mesure sur R
telle que ∀f ∈ Cc(R).

$E,HΛL (f) =

∫
R
f(x)d$E,HΛL (dx) (66)

= |ΛL|
∫
R
f(E + (x− E)|Λ|L)dνHΛ(dx) (67)

=
∑
λi vp

f(E + (λi − E)|ΛL|) (68)

où λi sont les valeurs propres de H
ΛL .

Remarque : c'est un processus ponctuel.

Rappel On dira qu'il y a convergence pour un processus ponctuel si il y a convergence des
transformées de Laplace : ∀φ ∈ Cc(R)(continues à support compact) positive

E(e
−$

E,HΛL (φ)
)→L→∞ E(e−NE(φ)) (69)

On appelle intensité In d'un processus ponctuel sur R la mesure sur R dé�nie par : In(A) =
E($(A)) pour tout A Borel. Par Werner, elle admet une densité bornée par rapport à Lebesgue.
On rappelle que sous l'hypothèse d'absolu continuité de µ, la densité d'états intégrée admet une
densité n par rapport à la mesure de Lebesgue. Appelons NE un processus de Poisson sur R de
paramètre n(E)

Le théorème qui est l'objet de cette partie, est le suivant.

Théorème 7.1. Soit I où il y a localisation au sens (6.1). Alors, pour presque tout E ∈ I,
$E,HΛL converge vers un processus de Poisson de paramètre n(E).

Démonstration. On utilisera les lorentziennes pour étudier le spectre de H. Soit A l'espace
vectoriel engendré par les lorentziennes.

f(t) =

K∑
i=1

αi=(
1

t− ξi
) (70)

avec αi ∈ R+ et ξi ∈ C+ − R.
Le lemme suivant montre qu'il su�t de se restreindre à cette classe de fonctions pour montrer

la convergence.

Lemme 7.1. Si ∀f ∈ A, E(e
−$

E,HΛL (f)
)→L→∞ E(e−NE(f))., alors $E,HΛL converge vers NE.
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Démonstration Notons L$
E,HΛL

et LNE , les transformés de Laplace. L'intensité de ces pro-

cessus ponctuels admet une densité uniformément borné par rapport à Lebesgue. Alors f →
L$

E,HΛL
(f) et f → LNE (f) sont uniformément continues de L1 dans R. Du coup,

E(e
−$

E,HΛL
(f)−e−$E,HΛL

(g)
) ≤ E(|$E,HΛL (f))−$E,HΛL (g)|) ≤ In(|f−g|) ≤ 2π||ρ||L∞ ||f−g||L1

Pour conclure, on remarque que l'ensemble des fonction positive de Cc(R) est inclus dans l'adhé-
rence de A pour L1. On peut utiliser la formule suivante :

g(x) = lim
ε→0+

ε

π
(

∫
g(λ)

1

(λ− x)2 + ε2
dλ) (71)

Pour tout g ∈ Cc(R).

7.1 Division en sous boites

On suppose qu'il existe un intervalle I, C > 0 , ν > 0 , 0 < s < 1 tels que ,

E(|Gz(x, y)|s) ≤ Ce−ν|x−y| (72)

pour tout z <(z) ∈ I
Nous allons à l'aide des résolvantes comparer le spectre des deux opérateurs, HΛNL et∑
n∈[−N ;N ]H

ΛL(n(2L+1)). Appelons ∂D =
⋃
n∈[−N ;N ] ∂ΛL(n(2L + 1)), la frontière qui sépare

les cubes de tailles L entre eux. Ces deux opérateur ne di�èrent que de la valeur du laplacien sur
le bord ∂D, que nous noterons Γ. Soit x ∈ λNL, et appelons x̃ le centre du cube de taille L qui
contient x.

Nous distinguerons les sommets proches de la frontière ∂D. Pour cela nous introduisons l ∈ R
tel que l = o(L). On précisera plus tard des conditions plus précises entre N , L et l.

X =
1

|ΛLN |

(
=Tr((HΛNL − z)−1)−=Tr((

∑
n∈[−N ;N ]

HΛL(n(2L+1)) − z)−1)
)

=
1

|ΛLN |
∑

x∈ΛNL,dis(x,∂D)≤l

GΛLN
z (x, x)−GΛL(x̃)

z (x, x))

+
1

|ΛLN |
∑

x∈ΛNL,dis(x,∂D)>l

GΛLN
z (x, x)−GΛL(x̃)

z (x, x)

=
1

|ΛLN |
∑

x∈ΛNL,dis(x,∂D)≤l

GΛLN
z (x, x)−GΛL(x̃)

z (x, x)

+
1

|ΛLN |
∑

x∈ΛNL,dis(x,∂D)>l

∑
(u,v)∈∂D

(GΛLN
z (x, u)GΛL(x̃)

z (v, x))

On appelle AL le premier terme de la somme, et BL le deuxième terme.
On a uniformément en z,

E(AL) = O(
l

L
) = oL→∞(1) (73)

et
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E(B
s
2

L ) ≤ 1

|λLN |

s
2 ∑
x∈ΛNL,dis(x,∂D)>l

∑
(u,v)∈∂D

E(|GΛLN
z (x, u)GΛL(x̃)

z (v, x)| s2 )

≤ 1

|ΛLN |

s
2 ∑
x∈ΛNL,dis(x,∂D)>l

∑
(u,v)∈∂D

E(|GΛLN
z (x, u)|s) 1

2E(|GΛL(x̃)
z (v, x)|

s
| )

1
2

≤ |ΛLN |1−
s
2 |∂D|C

1
2
s C

1
2 e−

ν
2 l

≤ C ′|NL|(1− s2 )d|L|d−1e−
ν
2 l

Il existe donc A > 0 tel que si l > A log(NL), alors E(B
s
2

L ) = oNL→∞(1), uniformément en z. En
conclusion, sous ces hypothèses, AL +BL → 0 en probabilité uniformément en z.

Statistique locale pour une lorentzienne

$E,HΛL (=(
1

(t− z)
)) =

∑
λi vp

=(z)

(E + (λi − E)|ΛL| − <(z))2 + =(z)2
(74)

=
1

|ΛL|
∑
λi vp

=( z
|ΛL| )

( E
|ΛL| + (λi − E)−<( z

|ΛL| ))
2 + =( z

|ΛL| )
2

(75)

= νHΛ(=(
1

(t− E − z−E
|Λ| )

)) (76)

(77)

Corollaire Pour tout f ∈ A, on a

$E,HΛNL (f)−$E,
∑
nH

ΛL((2L+1)n)(f)→ 0 (78)

en probabilité lorsque (N,L)→∞.

Démonstration

X = $E,HΛNL (f)−$E,
∑
nH

ΛL((2L+1)n)(f)

=

K∑
i

αi$E,HΛNL (=(
1

t− ξi
))−$E,

∑
nH

ΛL((2L+1)n)(=(
1

t− ξi
))

=

K∑
i

αiνHΛNL (=(
1

t− E − ξi−E
|Λ|

)− ν∑
nH

ΛL((2L+1)n)(=(
1

t− E − ξi−E
|Λ|

))

P(X > ε) ≤ Ksupz∈C+
P((νHΛNL (=(

1

t− z
)− ν∑

nH
ΛL((2L+1)n)(=(

1

t− z
))) >

ε∑
i |αi|

→ 0

Par théorème de convergence dominé, on en déduit le résultat suivant :

Corollaire ∀, f ∈ A E(e
−$

E,HΛNL
(f)

)− E(e
−$

E,
∑
n H

ΛL((2L+1)n) (f)
)→L→∞ 0.
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Appelons CN,L =
∑
nH

ΛL((2L+1)n). Remarquons que le spectre des boites sont indépendantes
et identiquement distribués.

Il ne reste plus qu'à démontrer la convergence de $E,CN,L vers un processus de Poisson.

7.2 Processus de Poisson

Commençons par ce théorème classique :

Théorème : Processus de Poisson .
Soit Y (n) =

∑
i Zi,n, où Zi,n est un processus ponctuel sur un intervalle I borné, indépendants

et soit λ ∈ R+ tels que pour tout J ⊂ I

i)
∑
i E(Zi,n(J))→n λ|J |,

ii) supi E(Zi,n(I))→n 0,

iii)
∑
i E(Zi,n(I)(Zi,n(I)− 1))→n 0.

Alors Yn converge de vers un processus de poisson sur I de paramètre λdx.

Démonstration Tout d'abord, grâce à iii), Zi,n peut être remplacé par Zi,n1Zi,n(I)≤1. En e�et
∀J ∑

i

E((Zi,n1Zi,n>1)(J)) ≤
∑
i

E(Zi,n(I)(Zi,n(I)− 1))→n 0 (79)

Soit f à support compact dans I positive. Alors

E(e−Y(n)(f)) =
∏
i

E(e−Zi,n(f))

=
∏
i

E(e−Zi,n(f)1Zi,n(I)≤1 + e−Zi,n(f)1Zi,n(I)>1)

=
∏
i

E(e−Zi,n(f)1Zi,n(I)≤1)eg̃(Zi,n)

où g̃(Zi,n) est O(P(Zi,n(I) ≥ 2))

= e
∑
i g̃(Zi,n)

∏
i

E(e−Zi,n(f)1Zi,n(I)≤1)

Par iii) on trouve
∑
i g̃(Zi,n)→ 0.

On termine la preuve : soit f =
∑
k αk1Jk avec les Jk disjoints. Alors

E(e−Y(n)(f)) =
∏
i

E(e−Zi,n(f))

=
∏
i

(1−
∑
k

P(Zi,n(Jk) = 1)(e−αk − 1))

= e
∑
i log(1−

∑
k P(Zi,n(Jk)=1))(e−αk−1)

' e−
∑
i

∑
k P(Zi,n(Jk)=1))(e−αk−1)

→ e−
∫
I
(e−f−1)λdx

Qui est bien la transformée de Laplace du processus de poisson de paramètre λ.
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Fin de la démonstration du Théorème 7.1 .
Il reste à appliquer ce théorème à $E,CN,L =

∑
n∈[−N ;N ]d $E,HΛL((2L+1)n) .

� Par l'estimée de Wegner, E($E,HΛL((2L+1)n)(I)) ≤ 2π||ρ||∞ |I||ΛL||ΛNL| = O( 1
Nd

). On a donc ii).

� Par l'estimée de Minami

E($E,HΛL((2L+1)n)(I))($E,HΛL((2L+1)n)(I))− 1)) ≤ (2π)2 |I|2|ΛL|2

|ΛNL|2
= O(N−2d), (80)

ce qui donne iii)

Montrons i) Reprenons la division en boite, et faisons tendre N vers l'in�ni. On a vu que pour
tout x ∈ Λ tel que d(x, ∂Λ) > l, avec l > A log(=z),

E(Gz(x, x))−GH
Λ

z (x, x)) = E
∑

(u,v)∈∂D

(Gz(x, u))GH
Λ

z (v, x))

≤ =(z)s−2E
∑

(u,v)∈∂D

(|Gz(x, u))|s)

→ 0

Et par dé�nition de N la densité d'état intégrée, on a

E(Gz(x, x)) =

∫
1

t− z
N(dt) (81)

Pour tout E tel que N est dérivable en E de dérivé n(E).

lim
z→E

E(Gz(x, x)) = πn(E) (82)

En conclusion, 1
Λ

∑
xG

HΛ

z
|Λ|

(x, x))→ n(E). et donc

E($E,HΛL((2L+1)n)(=(
1

z − t
)) ' πn(E)

(2N + 1)d
. (83)

D'après (71). Pour tout J ⊂ I,

E($E,HΛL((2L+1)n)(J))→ n(E)|J |. (84)

Il su�t alors d'utiliser que N est une fonction croissante, donc dérivable presque partout. �
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A ANNEXE : Théorie de Bloch-Floquet

Nous étudions ici la théorie spectrale de l'opérateur de Schrodinger périodique sans aléa, dans
un cube avec les conditions au bord périodiques (c'est géométriquement un tore). On travaillera
dans le modèle continu :

H0 = −∆ + V0, (85)

avec V0 périodique et Λ = [−L;L]d ou Zd.

On rappelle que, si on note T̃ l'opérateur de décalage de l2(Zd), (T̃ (n, u))(x) = u(n+x), alors
pour tout n appartenant au sous groupe de Zd laissant invariant V0, T̃ (n, ·)H0T̃ (−n, ·) = H0.
On choisit naturellement une famille génératrice de ce sous groupe (n1, n2, ..., nr). Par exemple,
si V0 est constante, on peut choisir n1 = (1, 0, ..., 0), n2 = (0, 1, 0, ..., 0), ..., nd = (0, 0, ..., 0, 1).

Lemme A.1. H0 commute avec les T̃ (n, ·).

Ils sont donc diagonalisables dans une même base. T̃ (n, ·) étant un opérateur unitaire, ces
valeurs propres sont de la forme exp(ik). Si Λ = [−L + L]d, il existe donc une base orthonor-
mée de vecteurs propres de H0 telle que pour vecteur propre φ de H0, il existe (k1, ...kr) tel
que ∀l ∈ [1, .., r]T̃ (nl, ·)φ = exp(ikl)φ. En particulier, ces vecteurs propres sont complètement
"délocalisés".

Théorème A.1 (bande spectrale). Si Λ = Zd, le spectre de H0, Σ(H0) est absolument continu
et il existe une suite (an, bn)n∈N tel que Σ(H0) =

⋃
n[an, bn]

Démonstration : Du au lemme précédent, le spectre de H0 avec Λ = Zd (ou Rd) est égal aux
spectre de H0 avec Λ = V0 la cellule de base du potentiel périodique V0 si on ajoute les conditions
suivantes. Dans le modèle continu, on impose pour conditions aux bords ∀l ∈ [1, ..., r] φ(·+nl) =
exp(ikl)φ(·), par exemple si V0 est le cube unité, ∀l ∈ [1, ..., r] φ(x1, ..., xl−1, 0, xl+1, ..., xd) =
exp iklφ(x1, ..., xl−1, 1, xl+1, ..., xd). . Dans le modèle discret, Pour chaque arête (u, v) orienté à la
frontière du cube, mais qui ferme le tore sous l'action de T̃ (nl, ·) on ajoute le terme exp(ikl)δu,v+
exp(−ikl)δv,u

Remarquez que dans le modèle continu, c'est bien un opérateur symétrique sur H2.∫
V0

−g∆f̄dxd =

∫
V0

∇f̄∇gdxd +

∫
∂V0

f̄∇g +∇f̄gdS. (86)

Le deuxième terme est nul, car les intégrales sur les faces opposés de V0 se compensent.
Soit (kl)l=1,..,r �xé et soit λ1((kl)l=1,..,r), λ2((kl)l=1,..,r)..., les valeurs propres de H

V0
0 asso-

ciées aux conditions aux bord. Alors pour tout i, λi((kl)l=1,..,r) est une fonction continue en
(kl)l=1,..,r,et son image est donc un intervalle [ai, bi]. Le spectre de H0 est donc

⋃
i[ai, bi]. �
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